和 于 方 和 


刘 寮 琦 主 
林 输 校 


哈尔滨 工业 大 学 出 版 社 


丙 言 


本 书 是 在 近年 来 我 茉 辛 地 为 数学 系 学 生 讲 授课 程 的 基础 
上 写成 的 。 虽 然 此 书 是 针对 数学 工作 者 的 需要 而 写 的 ， 我 还 
是 力图 将 过 分 的 数学 细节 和 袖 象 的 内 容 排除 在 外 ， 以 便 不 使 
主题 的 发 展 受 到 影响 ， 从 而 把 有 关 的 一 些 数 学 问题 归并 到 附 
录 之 中 。 书 中 包含 了 大 量 精练 的 例题 和 练习 题 ,希望 对 自学 者 
有 所 帮助 。 此 书 是 为 大 学 二 年 级 的 数学 方法 课程 而 编写 的 。 

作者 感谢 A.Jeffrey 教授 对 初稿 提出 了 很 多 有 益 的 建 
议 。 感 谢 Ann Drybrough-Smith 女士 的 关心 ， 感 谢 Owen 
Evans_Jones 先生 校 阅 了 书 中 的 证 明 。 我 也 十 分 感激 Wales 
大 学 允许 我 引用 它 的 一 些 考试 题 。 


村 上 Ee bE bs 
吉 面 二 硬 , 而 
en = 


bs 3 bt by by 3 3 
哪 要 时 


4.1 


日 采 


1。 初步 概念 


己 | ET 和 
导致 积分 方 避 的 某 些 问题 … 

党 微分 方程 转 换 记 积分 方程。 ce 
线性 积分 方程 的 分 类 sotostossseree ensns 
积分 一 微分 方程 ees 和 eonsoseerrost 和 estore 


2。 弗 雷 德 霍 姆 方程 
与 矩阵 代数 的 类 绪 亲本 本 二 且 济 省 生生 昌 本 看 天 大 面临 要 而 种 量 二 看 看 硬 帮 本 硬 者 让 由 间 


退化 核 和 大 全 帮 十 硬 全 村 带 关 咯 生硬 才 可 二 省 二 和 汪 二 本 丰 可 尼 必 本 人 于 必 二 和 和 井 剖 辣 辜 间 二 入 


埃 尔 米 特 楼 与 对 称 校 避 ooeoeeeeeeeeeeeeeeeee。 
希 尔 伯 畦 一 一 a EE 
核 的 埃 尔 米 转化 与 对 称 化 esose soe eoseon。 
上 有 本数 的 可 分 方 < 


杂 录 *** TTTETITTTTITELITS [ETIETITTII TITTY 


5。 伏 尔 特 拉 积分 方程 


伏 尔 特 拉 方 程 的 洪 弄 ooeooeeeeseseoeseeeeeeeseoe。 
估 尔 符 损 关 本 全 
着 积 型 核 。oooeeooevoeeenveeeeeerereeseeeeeeeeeenees 
A A na 


4。 积分 方程 与 变换 
初步 | 识 重重 竹 妆 曾 量 当面 二 者 过 当当 当 重 痢 汪 省 尖 间 导 刁 半 二 直面 下 而 二 二 而 生硬 大利 大量 南 击 名 利和 


重音 汪汪 恒生 本 而 相生 市 帮 必 者 本 站 三 硬 南 本 全 二 时 


傅立叶 积分 方程 … 
拉 敬 拉 斯 积分 方程 :ee 人 cessttee retenes 
希 饼 伯 畦 灾 换 sre onsen 
有 有限 希 乐 伯 特 变换 … ee 
其 他 鸭 积 分 变换 a 


9。 近 似 方 法 
概 这 err tetris 
非 线 性 伏 和 尔 特 接 方 程 weooeereeeeseeveeseeeseesees 
非 线性 弗 雷 德 管 姆 方程 oooeoeeooeoesoeees。 


线性 积分 方程 的 近似 解法 … oo 
特征 值 与 持 征 函数 的 近似 计算 ,* 


附 . 录 


人 尼 亚 可 类 斯 -本 -放下 不 等 式 w 
连续 性 定理 本 
生生 a 
下村 人 人 的 存在 证 ‘ee 
收敛 与 平均 收 合 * 
完备 直 交 卫 数 系 "… I ee 
Bn ee 


二 器 旧业 量 作 而 季 生 二 重量 性 二 性 二 叶 


天 二 呈 恒 而 相生 而 是 生 二 帮 本 和 者 二 帮 生 本 而 桓 汪 和 


-| 站 tt. 


参考 文 献 


让 顺 硬 呈 看 而 者 嘲 济 六 和 而 二 前 汪 曾 者 


(138Y 


‘(147) 


(143) 
(151) 
(157) 


C162)- 
(162) 
(167) 
(171) 


(206) 
(2077) 
(208) 


: (208) 


(210) 
(212) 
(213) 


*。 (216) 


(217》 


1。 初步 概念 


1.1 引 言 


读者 当然 是 熟悉 微分 方程 这 一 概念 的 。 在 那里 ， 未 知 函 
数 是 和 借助 于 它 的 导数 之 间 关 系 确定 的 。 理 论 上 ， 我 们 可 以 从 
这 个 关系 得 到 未 知 函 数 ， 常 微分 方程 的 解 中 含有 某 些 任 意 常 
数 ， 而 偏 微 分 方程 的 解 中 则 含有 任意 函数 。 如 果 指 定 了 在 某 
点 或 某 个 区 域 上 解 ， 或 者 解 的 导数 ， 或 者 是 解 与 其 导数 的 组 
合 所 满足 的 某 种 关系 ， 那 么 这 个 未 知 函 数 就 被 完全 地 确定 
了 ”积分 方程 是 指 未 知 函数 出 现在 积分 号 下 的 方程 。 有时、 
同一 个 问题 ， 即 可 表示 为 积分 方程 也 可 表示 为 微分 方程 ， 但 
这 并 非 总 是 能 办 到 的 。 
为 此 ， 考 虐 由 微分 方程 确定 的 简单 问题 
y'(X) =y(X)， X=0 (1.1) 
具有 条 件 : 
y(0)=1 (1.2) 
这 个 问题 的 解 显然 是 exp{x}。 关 于 x 积分 式 (1,1) ， 并 利 
用 初始 条 件 式 《1.2) 则 有 
y(x) -1=) y(&)d (1.3) 
这 就 是 由 微分 方程 (1.1) 与 初始 条 件 变换 得 到 的 积分 方程 。 
显然 ， 将 y=exp{x} 代 入 积分 方程 (1.3) 则 得 到 全 等 式 ， 
所 以 exp{x} 是 积分 方程 (1.3) 的 解 ,因而 ,积分 方程 (1.3) 可 看 
作 是 由 微分 方程 (1.1) 与 初始 条 件 式 (1 .2) 所 定义 的 问题 
的 男 一 种 形式 。 
因此 ， 基 此 问题 有 可 以 列 成 微分 方程 ， 也 可 以 列 成 积分 
RE 


而 汞 线 上 上 中 高 O 点 为 x 处 的 下 降 距 离 为 


y=XN/E Ve<xeé (1.6a) 
y= (a— Xx)N/(a~é€£) EXEU (1.6b) 

这 两 个 式 子 可 以 写成 
| y= WO(xX,E)/T :C17 
G(x,E)=X(a-E)/a 0cxetE 《1.8a)》 
=é(a—x)/a ESXEA 《1.8by 


现在 假设 小 线 加 有 每 单位 长 度 的 重量 分 布 为 w(x) -的 连续 载 
戎 ， 那 么 由 于 在 上 <x<E+ 虞 上 的 重量 分 布 而 引起 中 9 点 为 
x 的 点 的 位 移 元 为 

Oy=W(E)GEG(X, E/T (0xx, ESa (1.9) 
将 其 积分 便 得 到 由 于 全 部 重量 分 布 所 引起 的 位 移 为 

v(x) =T-!)| G(x,E)wEd 0<x<a (1.10) 
在 这 里 ， 续 线 的 位 移 借 助 于 重量 分 布 函 数 给 出 。 然 而 ， 这 系 
统 也 可 以 从 另 一 角度 考虑 。 假 车 给 出 了 续 线 的 位 移 ， 那 么 重 
量 分 布 如 何 昵 ?” 这 个 问题 的 答案 就 是 由 积分 方 积 〈1.10) 关 
于 未 知 国 数 w 求 出 的 解 。 此 时 积分 方程 的 解 可 以 很 容易 得 
到 ， 因 为 方程 (1.10) 可 以 写成 


3(X) = (To) -十 车 | (a —E)w(E)dE 
+ (a -of ew(&)a8| z (1,.11y 


很 易 验 明 ， 式 (1 ,11) 关于 六 的 二 次 微分 得 
yxX) = (Ta) aw (lx) 


因此 


而 汞 线 上 上 中 高 O 点 为 x 处 的 下 降 距 离 为 


y=XN/E Ve<xeé (1.6a) 
y= (a— Xx)N/(a~é€£) EXEU (1.6b) 

这 两 个 式 子 可 以 写成 
| y= WO(xX,E)/T :C17 
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现在 假设 小 线 加 有 每 单位 长 度 的 重量 分 布 为 w(x) -的 连续 载 
戎 ， 那 么 由 于 在 上 <x<E+ 虞 上 的 重量 分 布 而 引起 中 9 点 为 
x 的 点 的 位 移 元 为 

Oy=W(E)GEG(X, E/T (0xx, ESa (1.9) 
将 其 积分 便 得 到 由 于 全 部 重量 分 布 所 引起 的 位 移 为 

v(x) =T-!)| G(x,E)wEd 0<x<a (1.10) 
在 这 里 ， 续 线 的 位 移 借 助 于 重量 分 布 函 数 给 出 。 然 而 ， 这 系 
统 也 可 以 从 另 一 角度 考虑 。 假 车 给 出 了 续 线 的 位 移 ， 那 么 重 
量 分 布 如 何 昵 ?” 这 个 问题 的 答案 就 是 由 积分 方 积 〈1.10) 关 
于 未 知 国 数 w 求 出 的 解 。 此 时 积分 方程 的 解 可 以 很 容易 得 
到 ， 因 为 方程 (1.10) 可 以 写成 


3(X) = (To) -十 车 | (a —E)w(E)dE 
+ (a -of ew(&)a8| z (1,.11y 


很 易 验 明 ， 式 (1 ,11) 关于 六 的 二 次 微分 得 
yxX) = (Ta) aw (lx) 


因此 


OX) = Ty” (Xx) 
这 就 是 积分 方程 (1,10) 的 解 。 
Cb) 商店 库存 问题 
一 商店 开始 出 售 某 种 商品 ， 如 果 从 商店 购 进 该 商品 后 的 
时 刻 t 未 售 出 的 比例 (由) 是 已 知 的 ， 那 么 商店 以 什么 速率 购 
进 商 品 才 能 使 座 存 保持 为 常数 ? (所 有 过 程 都 认 为 是 连续 
的 ) 。 

” 假 让 商店 在 时 刻 t=0 购 进 了 总 量 为 4 的 商品 并 开始 营 
业 。 以 后 按 着 速率 $(1》 购 进 商 品 ， 在 时 间 区 间 Tt<r+ 
oT 商店 购 进 了 和 (rar 商品 ， 在 时 刻 t 未 上 售 出 的 部 分 为 

K(t—T)$(rT) dr 
则 直到 时 刻 t 金 部 购 进 商 品 尚 未 售 出 的 总 量 为 
AK(t) +| Kt 一 T) 和 出 (TD)GT 
这 是 商店 的 全 部 库存 ， 它 应 当 等 于 初始 时 刻 的 商品 量 ， 即 
A= AK(t) +| Kd -TTdr 
所 要 求 的 进货 速率 $(t)》 就 是 这 个 积分 方程 的 解 。 
(c) 静电 学 中 的 一 个 问题 
(a) 与 (b) 两 段 讨 论 的 问题 者 是 一 维 的 。 值 得 指出 的 
是 ， 正 如 偏 微 分 方程 包含 有 关于 多 个 变量 的 微分 一 样 ， 也 有 
这 样 的 积分 方程 , 它 含 有 多 个 变量 的 积分 ,静电 学 中 的 一 个 问 
题 就 是 这 类 积分 方程 的 一 个 十 分 简单 的 例子 ， 可 以 知道 ， 这 
里 不 详 述 [3。 但 可 以 指出 如 果 电 荣 分 布 密 度 为 p(r) ， 在 距 
离 原 点 很 远 的 地 方 ， 电 背 密 度 充分 小 ， 那 么 静电 劳 为 


V(r)= are)! (1 .12) 


其 中 e 为 介 电 常数 。 方 程 (1.12) 可 以 视 为 由 已 知 电势 分 布 
V(r) 来 确定 未 知 的 电荷 分 布 ptr) 的 积分 方程 。 事 实 上 ， 
众所周知 ， 这 个 方程 的 解 是 
Pr) = 一 2Y (1 。137 
换 一 种 说 法 ， 在 很 远 的 距离 处 了 为 充分 小 的 附加 条 件 下 ， 微 
分 方程 〈1.13) 的 解 由 方程 〈1.12) 给 出 。 
(d 特征 值 问题 


考虑 由 微分 方程 
OY + = 0 0<x<a + (LM) . 
与 边界 条 件 a 
y=0 在 X=0 与 x=4. (1.15) 
所 定 头 的 特征 值 问 题 。 


将 方程 两 边 乘 以 》， 并 在 0<x<a 上 积分 得 


| 
下 5 过 dx = 和 | yadx 
Ra 
分 部 积分 得 , 
(0 Yax=h yd 1.16 
人 人 号 ad as 


这 是 联系 于 积分 方程 的 一 个 竺 征 值 问题 的 例子 。 由 式 (1.14) 
与 《1.15) 确定 的 问题 的 解 为 
y=sin(rx/a)， 和 =Hzrz/az， RD 为 正 刺 数 《1.17) 
可 以 验证 它 满 足 式 〈1.16) 
但 是 同样 的 微分 方程 (1 .14) 对 于 不 同 的 边界 条 件 


ed 在 x=0 与 x=a (1,18) 


它 所 对 应 的 > 的 积分 方程 仍 为 《1.16》 ， 但 是 解 却 为 


?= cos(rx/a)， 和 = nar2/az，m 为 零 或 正 整 数 (1.19) 
可 见 在 考虑 积分 方程 的 解 时 ， 边 界 条 件 是 很 重要 的 。 读 者 容 
易 验证 ， 由 关系 式 (1.14) 与 〈1.15)》 所 确定 的 问题 也 可 以 
写成 下 面 的 形式 

ylX) +ha] Gx,8)y (8)ds =0 (1.20) 
其 中 G(X， 上 &) 由 式 (1.8) 定义 。 


1.5 常 微分 方程 转换 成 积分 方程 
(a) ”有 具有 初始 条 件 的 线性 微分 方程 〈 初 值 问 题 ) 
兆 虚 微分 方程 
YX) + OKI CX) + Ao XN YK) =f (x) . (1.21) 
具有 初始 条 件 
3(0) =yo， y'(0)=y, (1.22) 
在 数值 分 析 中 ， 称 这 类 问题 为 初 值 问题 ， 因 为 这 类 问题 的 解 
可 以 看 成 是 由 原点 开始 的 。 
设 
(xX) = (X) (1.23a) 
则 


3 (x) = | waoan+y (1.23b) 


y(X) = | -wy dt yty (C1.23c) 
将 关系 式 《1.23) 代入 微分 方程 得 
$+ | Cor) + a2) (x) udu 
= f(x) 一 ya (Xx) — YXas(X) — Yoas(X) (1 .24) 
方程 QL.24) 可 以 写成 下 面 的 形式 
a 68 。 


bx) + | Ks, a 《1 .25) 
这 是 关于 x) 的 积分 方程 。y 可 以 通过 关系 式 (1.22) 与 
(1.23) 得 到 。 
这 里 所 指出 的 概念 ， 可 以 推广 到 微分 方程 
bh RY bd Edt (a=1y : (1.20) 
这 时 要 利用 下 述 结 果 


『fz 1 EF (x—E)"-! / 
由 1(s)ds | 将 f(E)dE (1.27) 
( 见 附录 4) 


出 y+2xy'+y=0,y(0)=1，y'(0) =0 所 对 应 的 
积分 方程 。 
设 

yr 二 协 


条/ -| pu) du, y= | (x—- Wyuw das+l 
| 0 


共 + 2x| wyau+ | x- upujdut+1=0 
因此 
(x) + | Cx d+ 1-0 
和 和 


(b) 斯 图 姆 一 刘 维 尔 《Sturm-Liouville) 问题 变换 到 
积分 方程 
一 个 有 关 形 式 为 
Ly = A ~ g(xX)yY XI<X<x (1.28) 


* 


的 表示 式 及 边 罚 条 件 
ay(xi) + bry (x1)=0 (1.29). 
QV (Xs) + by'(x,)=0 

的 问题 称 为 斯 图 姆 - 刘 维 尔 型 。 


这 里 有 两 个 感 兴趣 的 问题 
Ly= 1(X) NX (1.30Y 
村 
LyY+XrX)y7Y=0 Xi<X<xXa (1.31) 


p(X)，gtxX) 与 r(xX) 在 区 间 x%, 志 x 夺 x。 上 是 连续 的 ， 此 外 
P(X) 具有 连续 导数 且 不 取 零 值 。 
微分 方程 (1.3 四 对 应 于 由 某 一 力 函 数 了 所 引起 的 位 移 
》。 而 微分 方程 0.31) 连同 边界 条 件 构成 一 个 特征 值 问 
在 将 微分 方程 变 痪 成 积分 方程 之 前 ， 我 们 考虑 微分 方程 . 
Ly=0 (1 .32) 
的 一 个 性 质 。 假 设 $1$; 是 这 个 方程 的 两 个 独立 解 。 则 
0 = 路: 工 由 : 一 由: 工 由 


(人 )- 过 ) 


-全 - 允 


由 此 得 
dg dba \ 
p(b2 er | 蔬 数 (1.33) 
这 个 关系 式 后 面 将 用 到 。 


现在 著 虑 微分 方程 1.30) 满足 边界 条 件 式 〈1.29) 的 
解 。 假 设 四 1(X) 与 (XxX) 是 微分 方程 Ly= WW 的 两 个 独立 和 解 ， 
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aipitx1) + bd’ (xr)=0 
(Cl.34) 


Qs xa) + bd (Xs) =0 
这 里 假设 ,方程 Ly = 0 不 存在 同时 满足 边界 条 件 式 (1.29) 
的 解 。 这 样 的 解 将 是 微分 方程 〈1.31) 对 应 于 零 特征 值 的 
解 。 这 种 情况 将 另行 处 理 。 
应 用 参数 变易 法 寻求 方程 (1.30) 具有 形式 为 
Y(X)= 21 (X01 (NX) + Ze (XD, (x) (1 .35) 
的 解 ， 其 中 zi 与 za 为 待 确定 的 函数 。 由 此 推 得 
y= 2 0 + 2 $B, +2101 + 7s 
设 
Zi 由 : 十 zy = 0 (1.36) 
则 利用 L$1 = L$;= 4， 有 
Ly = CCD(x) {1 C2) 81" Cx) + zx) $a! (x)}] 


— G(X) {ZX) pi1 (Xx) + za (XD (X)} 
= 了 27 由 7 十 Za 内 2 ) (1.37) 

这 样 2 与 zs 可 由 下 面 的 方程 解 出 

Zi $i + 2 =0 

PKCZU di’ + 2"p2') = 
它 使 得 由 (1.33) 所 表示 的 ?了 注 足 边界 条 件 。 故 

16， 地 

了 由: 册 一 小 四。 ) 了 P( 中 > 一 由 中) 
由 式 〈1.33) 知 ， 上 面 两 个 表达 式 中 的 分 母 为 常数 。 对 四 与 
用。 进行 适当 的 “量化 ? (Scaling) 可 以 使 分 母 为 -1，. 
于 是 


2 一 


2 = ~— Jj, s22 = 1 《1.38) 
0 


包 外 二) | ss)7(5)as 


zx, (2) -| bi(E)f (Ed 


其 中 未 定 的 积分 限 等 价 于 任意 的 积分 常数 ， 它 由 7 所 满足 的 
边界 条 件 确定 。 利 用 方程 〈1.36) 得 

Qiy +by’=ar(zpr + 46) + by (x + Xps') 
理由 

ap xX) FOB (x) =0 

0=ay(x) by (x) = ZX Lab (x1) + bp" (X1) 
现在 假设 由 与 $9; 者 不 能 同 肌 消 足 两 个 边界 条 件 ， 固 此- 
zi2(X1) =0, RE 


zx) =| bi(8)1 (8)dE (1.39a) 
尖刀 地 有 有 
CO ALE (1.39b) 
狼人 面 得 
y(x)=! Glx, Ef(E)dE (1,.40) 
其 中 


G(x, EPEGAN) 0 二 Ex 
(C1.41) 


= $xX)P.(E) Ec: 
Ge <) 称 为 算 子 上 在 指定 边 虎 Re 格林 《Green》 
俏 数 。 它 关于 变量 x 与 三 是 对 称 的 。 方 程 (1 .40) 十 关于 
的 积分 方程 ， 它 的 解 由 微分 方程 (1.37) 给 出 。 


en 


出 比 立 即 推 知 ， 由 微分 方程 〈1.31) 以 及 边界 条 件 式 : 
(1.29) 定义 的 桂 征 值 问题 可 变换 成 积分 方 独 
y(x%) + G(x, Er(E)y (EdE=0. (1.42) 


在 上 看 的 分 析 中 假设 方程 Ly =0 的 解 加 ,ys 不 同时 满足 两 
个 边界 条 件 。 现 在 假设 是 方程 的 解 且 满 足 两 个 边界 条 件 ， 

即 它 是 微分 方程 (1.31) 对 应 于 零 特 征 值 的 特征 函数 。 由 于 
微分 方程 Ly =0 不 二 阶 的 ， 因 此 有 两 个 独立 解 。 假 设 烛 第 
二 个 解 ， 这 个 解 将 不 满足 任何 一 个 边界 条 件 。 oh z 
讨论 可 有 


y (x) = 60 HET (EAE + YE) GB) EE G143) 
其 中 a，8 为 任意 常数 。 按 前 面 局 样 的 过 程 ， 并 注意 7 与 少 
满足 两 个 边界 条 件 可 得 到 

0 = gy (X71) + OY’ (Xi1) 
= Ca Cx) + bp’ x) $CE)T (8)dE 


(1.44y 
0 = Uy (NX, ) 士 by! (X,) 


z | z 
= Casba(xs) + bgs’ (xs)] | $8) TCE)dE 
x -; 


RE 
从 第 二 个 方程 得 


oie 5) 
于 人 1 与 6 光头 六 才 可 能 角 ， 所 以往 


可 写 为 | 
4 lh « 


y= 4f(X) + Gx,8)f (8)de (1.46) 


其 中 A 为 一 任意 常数 
A=|" WE)TCE)d (1.47) 


G(x, E)=H(E)Y(X) xX EX 
(1.48) 


=p(xX)Y(E) XEEEX, 
这 样 在 了 的 积分 方程 中 就 包含 有 任意 常数 这 样 的 不 确定 项 。 


例 1.2 
找 出 由 下 式 
GY+hy=f(x) 0<x<n/4 
y(0)=0  y(x/4)=0 
定义 的 问题 所 对 应 的 积分 方程 。 
9 +4y=0 


满足 在 x=0 与 x=z/4 处 的 边界 条 件 的 解 分 别 为 sin2x 与 
cos2x。 它 们 都 不 能 同时 满足 两 个 边界 条 件 。 
设 
Y = OSIN2xX + ZCOS2X 
y/ =0'SiN2x + Zrc0S2X + 20C082x — 27SIn2X 
= 20COS2x — 22S1n2x 

车 W'sSin2x + Z'COS2xX = 0 

y = 20r'c0s2x 一 271Sin2X — dosin2x 一 42C082X 
所 以 方程 

as 123 ， 


y"+4y= 


变 为 
2@'c0s2x — 22'Sin2x = 
因此 
2 = pin2% @" = 1 fcos2x 
oy Ed 也 昌 
进而 


2y = SIN2x | coszs (EdE + cos2x| sin2E£j (£) dE 
其 中 积分 限 还 未 确定 。 
y/ = cos2x| cos251(E)dE- sin2x| sin2Ef(E)dE 
由 3(0) = 0 可 知 第 二 个 积分 中 未 定 的 积分 限 为 零 。 类 似 地 ， 
由 y(x/4)=0 可 得 第 一 个 积分 中 未 定 的 积分 限 为 x/4。 故 
有 
yo = 全 GUx,6)f(&)de 


其 中 
G(X,E) = - cos2Esin2x Ux 
1 
= 一 OSZXSIN2E EXEA/4 
例 1.3 
将 由 下 式 
dy 
让 十 和 y 三 昌 


y(0)=0,7’(1)=0 
定义 的 问题 变换 成 积分 方程 的 形式 。 
ss.]3 = 


事实 上 这 个 问题 的 答案 是 
Y = 2 ,入 = | | 2 


2 
F 为 正 束 数 。 
方程 
diy _ 
dx 9 


满足 边界 条 件 的 两 个 解 分 别 是 Y=x 与 .了 =1。 
按照 通常 的 程序 ， 方 程 


+ 


满足 指定 的 边界 条 件 的 解 古 
y =x| (8d8+| .1()4 


所 以 积分 方程 为 
y(x) = 和 | Kx, E)Y(E)dE 


其 中 
K(xs E)=% (<x<é 
=E  E<Xx<! 
例 1.4 
将 由 下 式 
+ y=1(%) 


与 边界 条 件 了 (0) =y(x) =0 所 定义 的 问题 变换 成 积分 方 
程 ， 并 指出 f(x) 应 当 满 足 的 笨 件 。 
显然 sinx 满足 微分 方程 
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与 两 个 边界 条 件 。 
这 个 微分 方程 的 第 二 个 解 是 cosx， 但 它 不 满足 任何 一 个 
边界 条 件 ， 


设 y = zSlnx 十 WCOSX 
-按照 例 1.2 同 程 的 过 程 得 
y= sinx| COsSEf (E)dE + cosx| sistj (&)aE 
因 7Y(0) =0， 故 第 二 个 积分 中 未 确定 的 积分 限 为 零 ， 
在 X= 工 点 ，》 为 震 ， 因 而 可 得 
y(r) = eosz| singf (&)de 
这 样 ， 著 存在 解 必 有 
| sinef (8)de =0 
且 
y(x) = Asinx + | G(x, 6)1(6)ds 
其 中 4 为 任意 常数 ， 而 


人 (X。E) = 一 SinECOSX 0 一 E 一 x 
= — SINXCOSE XEA 


1.4 线性 积分 方程 的 分 类 


(a)” 弗 雷 德 替 姆 方程 
在 我 们 讨论 积分 方程 (本 书 将 主要 江 虚 线性 积分 方程 ) 
物理 论 之 前 ， 首 党 给 出 某 些 定 闵 ， 并 引入 线性 积分 方程 的 分 
类 。 下 面 将 用 由 才 示 积分 方程 中 的 未 知 国 数 ， 表示 已 知 团 
数 。 
积分 方程 
We 


| Ki yy (y)dy = f(x) C1.49》 

称 为 字 一 类 厚 雷 德 害 姆 积分 方程 。 而 积分 方程 
00 = | Kxsy) By) dy + Fx) OxXEb 《1 .50) 
称 为 第 二 类 弗 雷 德 夫 姆 积分 方程 。 上 式 可 以 不 包含 ， 但 从 
发 展 积 分 方程 理论 的 角 压 看 ， 引 进入 是 方便 的 。 积 分 方程 
bx) = Kx Gy) dy tb Cl1.51) 


称 为 齐 次 第 二 类 弗 雷 德 窄 姆 秋分 方程 。 这 是 一 个 特征 值 辐 
题 ， 不 同 的 特征 值 和 4 ， 对 永 于 不 同 的 特征 加 数 由 (xX)。 显 
然 ， 若 方程 〈1.20) 存在 多 个 解 ， 那 么 这 些 解 之 差 将 满足 方 
程 〈j.21)》 。 因 此 对 于 一 个 给 定 的 入 值 ， 使 它 即 起 特征 值 ， 
又 使 方程 (1.50) 有 了 唯一 解 这 是 不 可 能 的 。 

Er (x,，y) 称 为 积分 方程 的 核 。 在 方程 (1.49〉 中 楼 定 . 
又 在 a 达 yb 全，X 的 定义 成 与 x》 的 定义 域 相 同 。 灰 
方程 (1.50) 与 14.51) 中 楼 定义 在 a<x<b ，a<y<b 
上 。 如 果 积 分 核 的 任何 -~ 个 变量 的 定义 战 为 无 穷 或 者 积分 核 
在 定义 域内 有 奇异 性 ， 则 称 积分 方程 为 奇异 的 。 者 在 一 定 条 
件 下 ， 这 个 奇异 性 可 通过 变量 代 换 去 让， 则 称 积 分 核 为 允 衣 ， 
异性 的 。 假 设 

K(x,y) = Hix,yY |y-—xl”” (a>) (1 .52) 
其 中 五 是 连续 的 且 在 感 兴 趣 的 人 尾 一 点 上 蹇 证 有 限 的 。 进 而 修 - 
设 让 有 午 的 。 


[Keoay = | HG, y) (xy) by) dy 
| z 
+| H(ix, y)(y—x) -bh(y)dy 
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- 游 虑 第 一 个 积分 ， 并 令 和 -= 和 人，X 一 Q=E"， 则 | 
| ae y)(x-y)-sd(y)dy 


上 
= 一 中 Hx, x TT) Pd (1.53) 
站 人 Re 


积分 包含 因子 1-“'-!。 指 数 Y(1 一 a) 一 1 为 正 数 , 假 者 a 二 1 
和 且 ?>(1-a)-!。 所 以 若 0<a<l ， 用 适当 的 变换 可 将 奇 ; 
- 蜡 积 分 变换 成 一 个 无 奇异 性 的 积分 。 同 样 的 处 理 方法 可 应 昨 
到 区 间 x<><zb 上 的 积分 。 因 此 为 了 多 种 目的 可 将 弦 奇 漠 性 核 
.处 理 为 非 奇 异性 的 。 以 后 我 们 将 假设 已 经 进行 了 这 种 变换 。' 


洞 样 可 证 明 ， 当 a< 了 时 ， 形 如 起 《1.52) 的 积分 核 


| {Kx,y) )ay | (1.54) 
-是 有 限 的 。 
注意 ,方程 〈1.49) ， (1.50) 与 ,31》 可 以 分 别 写 
.成 算 子 的 形式 


Kg =f (1.55) 
$=AKG + ”1.56) 
$=AK¢ (1.57) 


-这 些 表 达 式 在 后 面 求解 时 将 是 有 用 的 。 注 意 ,在 方程 (1 ,37) 
:中 p=-! 为 算 于 下 的 特征 值 。 因此 有 时 将 式 (1.57) 写 : 
成 
: Kg$ =u0 (1.58) 
-的 形式 是 方便 的 。 然 而 ， 在 积分 方程 的 著作 中 常用 入 而 不 是 
-4 作为 特征 值 ， 本 书 也 采用 这 种 习惯 用 法 。 / 
震 K(x, y)=K(y, Xx) (1.59) 
: 则 称 核 为 对 称 的 ， 
.. 17 a. 


若 K(x, y)= ~ Kly, x) (1.60> 
则 称 核 为 反对 称 的 ? 

车 K(x, y)=K (y, x) (1.61) 
则 称 楼 为 埃 尔 米 特 的 。 

类 伺 于 算 阵 代数 还 可 以 给 出 其 他 的 定义 ， 但 是 就 本 书 所 
论 及 的 太 窒 ， 上 面 的 定义 已 是 够 了 。 可 以 看 出 方程 (1 .55) 
(1.56) 与 (1.57) 能 用 算 阵 代数 表示 ， 而 且 在 弗 雷 德 誉 姆 
委 分 万 昼 的 建 论 中 ， 有 很 多 结果 类 似 于 矩阵 代数 理论 的 结 
果 。 


二 
tx YY)= 之 ar(x)pD(y)， 为 有 有限 数 (1.62» 
"= 1 


丰裕 炉 天 为 由 分 离 的 或 退化 的 。 
(5) 伏 乐 特 拉 程 分 方程 


天 K(x, y)=0, y>x (1 .0603 
则 牧 K(x， 7)》 为 伏 尔 特 拉 型 核 。 积 分 方程 
| Ks dy = fl (EY (1 .64). 


称 为 第 一 业 让 和 尔 必 折 积分 方程 。 

竺 K(xs y)=K(y ~X) 
列 称 天 (x，Y) 为 卷 积 统 。 

积分 方 各 

Gs) = 人 KO bY tC) 二 (1 .65) 
称 为 第 二 类 伏 尔 竺 拉 积 分 方程 。 一 般 情况 下 ， 第 一 类 伏 饼 特 
拉 积 分 方程 可 以 化 为 第 二 类 伏 尔 特 搁 积分 方程 。 为 此 ， 将 积 
分 方程 (1.64) 对 %* 求 导 ， 得 
各 18 过 


2 


天 (X XxX)h(x) +| p(y)dy = (x) 


者 下 (x,x) 不 为 零 ， 可 用 它 遍 除 等 式 各 项 ， 便 得 到 了 相伴 的 
第 二 类 伏 尔 特 拉 积 分 方程 。 
者 K(x，x) 恒 为 零 ， 则 得 到 的 是 男 一 个 不 同 的 第 一 类 
伏 尔 特 拉 积 分 方程 。 
积分 方程 
p(x) =A| K(x,y) Gy) dy .66) 


称 为 齐 次 第 二 类 伏 尔 特 拉 积 分 方程 。 可 以 证 明 ， 堵 K(x;y) 
连续 , 则 它 只 可 能 有 零 这 样 一 个 平凡 的 连续 解 直 附录 C 知 ， 
车 K 连 续 ，4 有 界 ， 则 


| KC, yy)ay 
是 连续 的 。 z a 
所 以 ， 册 方程 《1.66) 定义 的 6 如果 它 是 有 界 的 则 必 连 
续 。 设 风 


IK(x, Y)|<M (1.67) 
设 b 是 使 人 -oo)IM<1 成 立 的 一 个 数 ， 取 o<x<b， 峙 
x- a)|\|M<!1 z (1.68) 


由 《1.66) 得 
ol oINMIGx) <190| (1.69) 
这 只 有 当中 (*) 在 a<x<b 上 恒 等 于 零 时 才 有 可 能 。 


例 1.5 
证 明 积分 方程 
xd(x] = 和 | expf{x 一 yj6(7)9， Oy 
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共有 特征 值 的 连续 庶 ， 且 特征 函数 在 0<x 工 无 界 。 
这 是 一 个 具有 苛 漠 核 x :expfx-yj 的 第 二 业 齐 次 伏 尔 . 
特 拉 方 程 。 很 明显 ， 令 
VY)=exp{ -yy}$(y) 
网 | 
xy(x) = | YY) dy 


它 的 解 显然 是 内 (x) =x*"!， 因 而 右 端 的 积分 存在 。 由 此 得 
到 的 实 部 必须 为 正 。 因 此 (xX) =x*""expx， 上 其 中 入 为 具有 
正 实 部 的 任意 晤 。 这 就 给 出 了 入 值 的 一 个 连续 诺 ， 同 时 $(X) 
对 正 的 %* 无 界 。 


1.5 积分 一 一 微分 方程 


物理 问题 化 归 为 数学 形式 之 后 常常 导致 了 积分 一 一 微分 
方程 。 例 如 一 圆 盘 在 地 下 水 爆裂 的 初期 它 的 畸变 率 4 旭 人 特 这 
样 形式 的 方程 
-3 rau+B| (l= t/t )iuct 一 tdt’=vexp{-— t/t,} 


这 里 ， 量 # 既 出 现在 关于 时 间 上 的 导数 中 ， 也 出 现在 
分 号 下 。 当 我 们 将 一 微分 方程 变换 到 积分 方 程 世 
中 ， 也 可 以 出 现 积分 一 一 微分 方程 作为 中 间 步 曼 。 布 谍 
方程 

Se 十 中 27 = fcosnt Ot 
具有 初始 条 件 
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人 Et=0 竺 《1.27》 


4 借助 于 1.3(a) 中 介绍 的 方法 ,可 以 将 其 变 成 积分 方程 ， 然而 
者 方程 〈1.71) 只 对 时 间 上 积分 一 次 ， 它 变 为 


+ y(t dt'= JQ-isnnt (1.73) 
前 . 


现在 只 有 一 个 初始 条 件 ， 在 t=0 时 y=0， 是 需要 的 。 方 
. 程 (1.73) 包含 7 的 导数 ， 同 I 
一 个 积分 一 一 微分 方程 。 

通常， 积分 一 一 钙 轨 方程 可 依照 我 们 所 捧 望 的 于 样 既 可 
用 微分 方程 去 处 理 ， 也 可 用 积分 方程 去 处 理 。 后 面 将 不 再 提 
及 它们 。 有 了 时， 正如 下 例 所 示 ， 它 们 的 求解 方法 是 一 目 了 然 


的 。 
例 1.6 
求 方程 
(0 + | exp{x ~y)uly)dy = 1 0<<xel 
在 wt0)=0 下 的 解 (Wales)* 
这 方程 可 重新 写成 
W'(X) 十 expx| -exRt -yu(y)dy = f(x) 
令 


g(xX) = 1 (EJdE, K= exp _yju(y)dy 


积分 之 ， 得 到 
ux) + K(expx— 1)= gE(X) 


这 里 指 Wales 大 学 的 考试 十， 下 同 《 译 注 ) 
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u(xX) = g(x) + K(l ~ expx) 
及 有 


1 
Kk = | expt -yu(y ydy 
1 1 
= | ,exp —y)g(y)dy+ x| {exp( —y)— ll}dy 
日 


1 
| ,exp -y)g(y)dy ~ Ke”! 
因此 


K=re/(e+l | exp —y)g(y)dy 


练 习 
1。 将 下 面 关于 y 的 微分 方程 化 为 关于 了 的 积分 方程 
y*+yY=f, 当 #=0 与 x=7x/2 时 ,y=0, 
2， 将 下 面 关于 y 的 微分 方程 化 为 积分 方程 
y7” 一 入 y = COSX， 在 x=0 处 ， 7y= 在 x=1 处 ,7 = 1 A>0. 
3。 荐 G(x,E) = sinhxsinh(E ~ a)cosech a Qe<xeE 
= Sinhésinh{x ~ a)cosech a EX<0 
求 一 个 微分 方程 及 边界 条 件 ， 使 它 等 价 于 积分 方程 
y(x) = | G(x, £1(8)ds 
4。 求 积 分 方程 
x (Xx) -和 cay) /atx) Gty)ay 
所 有 可 能 的 特征 值 与 特征 明 数 。 
5。 证 明 具 有 任意 初始 条 件 的 第 系 涩 线性 y 7 方程 可 以 - 
恋 换 眠 具有 郑 积 楼 的 第 二 类 伏 尔 特 拉 积 分 方 种 。 
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6。 验证 积分 方程 
6 = | #1718(t)at 0 一 x 
有 不 连续 的 解 x*-!。 
7。 证 有 明 ， 若 
{pC} -qcx)y = f(x) a<x<b 
且 y 满足 边界 条 件 
wsy(a) Foy (a) 十 Cay(b) +oay'(b) = 
By(a) +By'(a) + By(b) TB CD) = 
由 在 在 一 关于 f(x) 的 积分 方程 
y(x) =| Gov E)f (EdE 
时 
Pp) | | =P(a)|® | 
Bp, bs 有 E 
出 G(x，&) 关于 xX 与 上 是 对 称 的 。 
车 ya) =y(b), y'(a)=y’(b), P(a)=P(b) 
则 G 也 是 对 称 的 。 
:。 证 明 关 于 $Cx》 的 积分 方程 
1 (0) = | scocosoxax 
的 解 坪 
出 (X) = | (@m) COSOXG 人 
只 需 该 积分 存在 。 
=) (x-8) $6) (8 为 整数 ) ”0 过 x 
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并 说 明 a，8 取 何 值 时 解 存在 , (提示 ， 应 用 附录 4 的 结 
论 。 ) 
10。 利用 将 第 一 类 积分 方程 化 为 第 二 类 的 方法 ， 求 解 第 
一 类 积分 方程 a 
| .eectat = f (xX), i 
11。 解 积分 方程 
| sino(x -6)6(6)ds =1(%) 0<<x 


其 中 i100)=0, 站 (0) =0。 
， 
Ls 
“24 。 
4 2 
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2 。 弗 雷 德 霍 姆 方程 


2,1 与 矩阵 代数 的 类 比 


考虑 三 个 积分 方程 
(x) = jcx 7) 丰 (7Y)JG7 (2 .> 
bix) = Kx yp (ydy (2.27 


$(x) = 和 Kx yb(yJday+fCx) ‘(2.3) 


积分 区 域 与 所 包含 的 函数 定义 域 丝 为 a<x，y<b。 除非 必 
要 ， 将 不 指明 积分 限 。 在 实际 讨论 这 些 方 程 解 之 前 ， 引 进 这 - 
些 方程 的 简单 逼近 并 讨论 这 种 逼近 将 是 有 益 的 。 据 此 将 得 到 
积分 方程 具有 什么 样 的 性 质 ， 尽 管 通常 只 是 指出 这 些 人 性 质 而 
不 予以 证 明 。 下 面 假定 方程 是 非 奇异 的 。 

设 为 整数 ，P 与 4 是 小 于 于 的 正 整 数 。 


pa. z 
h= -~~0 
3 > 


当 n 趋向 无 穷 时 ， hh 披 向 零 ， 因 而 有 理 出 期望 返 近 会 越 来 越 

好 。 z 2 
xo=at( p- 豆 jh， y=0+(q- BR 
frp) = fo, BXp) = 由 Kx y FR 

由 于 五 也 g。 是 |8(y)ay 的 一 个 近似 ， 团 此 六 于 07 各 红 


25. 


f,=h > so 由, ls p<:n (2.4) 


$= MN: > Dk, ,中 l<pan (2.3) 
$s = 入 局 Rd 二 l:sp<n (2.6) 


二 起 关于 区 7) 的 积分 方程 (2.1) (2.2) 与 (2.3) 的 近 
fl 方程 (和 (2 与 (263 可 以 分 别 转 写成 矩阵 
隧 趟 


矶 = 三 人 PR 古 (2.8) 
DMKO+F (2.9) 


基 中 关 为 县 用 元 过 Fr 的 有 RXR 方 隆 ，F 与 名 为 分 别 其 有 nn 
个 元 索 了 了 、 由 的 列 年 阵 。 
现 间 考虑 这 些 垂 阵 方 种 的 性 质 33。 方 程 〈2.7) 布 唯 
B= hy iF 
假若 关 丰 一 个 韭 译 姓 矩阵。 然而 ， 才 下 是 奇异 的 ， 它 的 秩 小 
于 它 的 阶 ; 且 它 章 术 毕 行 与 其 它 行 是 线性 旨 关 的 如果 下 的 相 
未 元 素 也 存在 这 种 出 同 拘 英 系 , 风 方程 将 有 无 穷 组 解 [51。 反 
了 之， 方程 是 不 机 窜 的 ， 无 解 。 因 此 它 给 我 们 一 个 提示 ， 才 出 
方 程 (2,1) 可 能 有 昨 一 佣 或 无穷 多 和解， 也 也 可 能 没 有 任何 
解 。 
现在 关 虑 方程 《2.8) ， 它 可 重新 写 为 
, 玉民 中 = 用 种， 用 三 大 
洛 到 为 非 亲 漠 的 ， 则 它 有 nr 个 转 征 向 量 甸 ,与 个 与 之 相 
应 的 非 零 短 征 值 ，n 可 以 假设 这 些 等 征 信者 不 相同 。 当 不 是 这 
种 情况 时 ， 理 论 将 作 适 当 的 修改 。 若 称 阵 是 奇 尼 的 ， 且 秩 
» 200 


m<n， 则 有 nn 一 m 个 特征 向 量 对 应 于 零 特 征 值 。 注 意 ， 特 征 
向 量 W 由 方程 
WTIhK = pw? 
的 解答 出 ， 共 中 上 标 了 表示 转 置 。 通 常 下 与 中 是 不 同 的， 
除非 矩阵 天 是 对 称 的 。 然 而 ， 特 征 值 总 是 相同 的 。 
某 些 正 交 关系 ， 可 证 明 如 下 ， 假 设 多 ,与 罗 , 分 别 为 对 
应 于 非 零 的 不 等 的 特征 值 4, 与 4, 的 特征 向 量 | 
VIhRK®D, = hn,D, = /NN YY, hkKg, 
它 仅 当量 | 
whKgG, =V,hg®, (2.10) 
为 零 时 才 成 立 。 利 用 通常 的 正 交 化 过 程 ， 这 个 结论 对 特征 值 
相等 的 情况 也 是 成 立 的 。 进 而 ， 我 们 总 可 以 通过 尺度 变化 使 
hv ,=hg,'D,=!1 (2.11) 
i 
VThK®D, =h, = 入 (2.12) 
假设 8 是 任 一 具有 个 元 素 的 列 和 矩阵 
仿 


则 
hgy,TO = qhw,rs$,=q, 
从 而 
= Dhy,rQ09, 
i 
q, = Nhy ,KO 


现在 考虑 方程 组 (2.3) 的 解 
P=MhK®+F 
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一 一 一 


喜人 不 是 方程 组 
宙 = 和 RE 中 
上 时 和 晨 征 值 ， 即 
DAAM)= II- MAK|=0 (C2.13Y 
CQ 为 坟 阶 单位 阵 ) 则 方程 组 〈2.6) 布 唯一 般 。 

Da 是 nn 阶 行列 式 ， 它 可 展 咸 入 的 次 多 项 式 ， 其 常 
数 项 为 1 。 当 入 为 方程 组 (2.8) 的 一 个 特征 值 时 D,(X) = 
0 


这 村 
D(A) = (1 —A/A,) = I (二 一下， 


四 二 ， 


其 中 %, 是 方 程 组 的 特征 值 ， 我 们 不 妨 假定 
(em 
相应 地 有 
1 之 人 | 之 
以 后 ， 在 本 吕 中 我 们 将 采用 这 种 约定 。 


式 形 如 
| 下 
Oy 一 a Yo, 
rml 
聊 解 ， 区 是 至， 花草 次 方程 纪 谷 符 征 岗 最 。 
现 放 : 
F= > 2,®,, [rE £, = WP 
r= 
因 之 
"yD. -Mh Vy 上 守 .+ DD. 
PE i 枉 
同 
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人 
"(1 -MN.) S， 入 一 入 5 入 一 入 
于 是 
了 
DP=F+i+\, >! vy, BEF 


=F+AD OY WY Tl-A/N YI,ThKEF®,(2.14) 
Fe fF 


显然 ， 它 可 写成 

和 = 六 -AD Phd th) (2.15) 
其 中 dos() 为 和 的 二 -1 工 次 多 项 式 。 划 和 是 一 特征 值 ， 例 
如 A,s 网 ME (WN, 入 ) 洗 让 一 个 无 穷 大 ， 除非 5&1= WAIF 等 
于 零 ， 即 此 刻 有 一 不 定型 。 并 且 此 时 的 解 为 “中 ,， 其 中 (为 
任意 数量 因子 。 


偿 丰 马 一 种 方法 解 方程 
DD=AhERD+F 
考虑 回 量 序列 
-eR 
加 六 人 十 
不 难得 到 


已 (7 过 1 A RP 


ET 


忆 于 
F+4MKEDB 一 四 07) = 和 rrIr+IKRr+iR 
若 等 式 右边 趋向 于 堆 ， 则 更 将 趋向 于 方程 
F+ANKgG ~- =0 
亲 解 。 


FP = 站 ， 
因此 
rtiprtirtip = 一 | A Eh 
入 rr F 忆 () 四， 
它 将 趋向 于 零 ， 假 若 
| 一 | 和 私人 < 和。 
这 样 ， 孝 [ 和 MI 过 [hl， 册 
下 = DAKF (2.16) 
给 出 方程 的 一 个 解 ， 它 形式 地 等 价 于 关系 式 
中 = (1- MK)-1F 
另 一 个 表达 方式 是 
P=F -MRF {2,17Y 
其 中 
R= ~K(I—-MK)-i=— SKIP (2.18) 
为 了 说 明 积 分 方程 的 解 可 能 具有 的 性 质 ， 下 面 的 解释 可 能 是 
有 用 的 。 册 下 式 定 义 的 列 和 矩阵 
nAB 
的 元 素 〈 其 中 A 为 方 陈 ， B 为 列 拒 阵 ) 是 
h > qapaba = h DY AC(Xs yy) B(Ys) (2.19) 
dpo 征 国 数 A(X, 站 在 点 《xz yo) 处 的 值 ， D. 是 国 数 昌 IOy7) 
在 y。 点 处 的 值 ，A(x，Y) 与 B(y) 为 基 两 个 适当 的 函数 ， 
因此 表达 式 〈2 .19) 是 
[acx,, y)B(y)dy 
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的 一 个 近似 。 从 这 些 附 注 以 及 前 面 的 讨论 避 得 出 积分 方程 的 
解 的 下 列 性 质 。 
(a) 方程 


f(x) = |K(xsy) p(y) dy 
有 了 唯一 解 ， 只 要 不 存在 任何 国 数 W(yY》 使 
oo yy)dy=0 (2.20) 


(5) 存在 无 穷 多 个 天 的 特征 函数 外 (了 )， 更 :(x) 与 尾 
征 值 入 ,使 


jxsy)@.(7)ay= BD,(X) (2,.21) 


)| 到, COK( yydx= WW,(Y) (2,.22) 

若 KK 是 关于 Xs J 对 称 的 ， 中 ， 与 wv, 相同 ， 且 更 ,与 Vw, 
被 规范 化 ， 即 

| 下,eoe,toax=e。 (2.23) 


(fwd, Yosty) dxdy ht0., = p60 C2.24) 


其 中 
FE 
lo rr 

某 些 4 可 能 为 零 。 

方程 (2.10) ， (2.11) 与 (2.12) 是 方程 (2.23) 与 
《2。.24) 的 近似 。 

(c) 积分 方程 

p(X) =+|K%, y)6(y)dy+ f(x) 


= 


La 


es 并 s 


时 有 形式 为 
bx) = f(x) -Rs 入 )f(yydry (2.。25) 


的 唯一 解 ， 人 除非 和 是 一 个 特征 伍 。 R(x,，Y;X) 具有 形式 
D(x,y; 入)/Do(%)， 革 中 
DM) Il (] 一 和 /A,) 
A 汶 符 年 住 。D(xyyY; 科 可 以 表示 为 人 的 蚕 弘 区 。 方 程 
《2 13) 为 方程 《ao) 的 近似 。 
入 i 为 此 Ea 0 j 征 Tt Nis 后 仪 当 


Jf Ww, (dx =0 (02,26) 
时 解 存在 。 些 计 溃 蜗 有 CC 对 , (xX) 的 不 定 蕾 ， 半 中 CC 为 江 意 常 
当时 < 过 1 时 ,其 中 大 为 好 小 每 征 伪 , 洪 伐 季 入 另 一 个 
表达 式 是 
6(x) =f (+ | SAE CE, yd 《2。27) 
其 中 并 (xy 四 
Kx,y) = 信 ， 和 人 攻 一 
=E(x, y) n=! 
所 定义 。 方 程 《16) 是 方程 〈2。27) 的 近 位 。 
2.2 温 化 桩 
考虑 下 面 形式 的 核 
J 3 d(x DCY) 
其 中 站 为 有 限 数 ， 且 0, 与 9 各 构成 一 个 绷 棕 在 立 系 《次 
汰 32 天 


则 ， 项 数 将 减少 ) 。 有 具有 这 种 特性 拘 找 徐 力 浸 化 术 。 
考 谨 党 一 类 积分 方程 
fo) = |K 7) 四 (7)GY 


二 ar(x) [bp(y) $y)ay (2.28) 
可 以 立即 得 到 下 面 两 个 ， : 
《a) ”人 解 不 存在， 除非 fx》 可 表示 为 
f paptX) a 
这 是 方程 自 祖 宕 的 基础。 | 
《b) 方程 的 解 由 于 任意 图 数 7) 型 不 确定 ， 其 中 
$(y) 在 积分 区 间 上 邮 所 有 的 5,(7) 正 交 。 当 n 为 有 恨 
时 ， 这 样 的 函数 总 可 构造 出 来 。 因此 在 求 方程 的 解 时 仅 去 六 
最 简单 的 船 是 方便 的 ， 但 必须 蛤 全 证 方程 是 日 相 容 的 。 | 


例 2.1 
积分 方程 


Wp 
exp2v=| ein(x+y 二 (yyG7 0<v 二 开 
非 自 相 客 ， 网 些 无 解 。 这 是 因为 
| sinkx y(tY dy 
= 
= Sin ol COSY OY YIAY 十 CO3 | SINnyg (YYay 
OD ,0 
它 具有 
和 的 形式 。 


ASinx + Peosx 


( 例 22 
积分 方程 
”93 v 


3sinx+ 2cosx= | sin(x+y)$(yYdy xr<x< rx 


物 解 中 所 含有 的 任意 函数 具有 下 面 的 形式 
py) = co+ > (Cc,COsny + d,sinny ) 
因为 
| wy)sin (x+y)dy=00 
一 般 的 求解 方法 如 下 。 若 解 存 在 时 ， 可 找 下 面 形 式 的 解 
p(y) = 5 bobly) 
它 是 方程 的 解 ， 并 且 可 以 在 其 上 再 加 上 7) 。 这 类 似 于 微 


分 方程 理论 中 的 余 函 数 与 特殊 积分 的 概念 。 求 解 的 过 程 如 
下 


ap(X) LR 2 bab (ydy 


1 $ 


3 f pap CX) 一 之 
一 1 


到 3 Up(CX) PH 


其 中 
Ba = Jbs Cy) bly)ay 
因此 $8, 被 定义 为 
jp > pt lr<n 


由 于 b, 线性 无 关 ， 行列 式 1Bpo| 不 为 零 ， 帮 可 唯一 了 节 解 出 
$,。 这 个 解 可 称 为 特 解 ，Y(y) 称 为 休 国 数 。 
例 2.3 
解 积分 方程 
aa 34 =。 


351n x + 2C0s x -| Sin(X 二 y) 由 (7)JdYy -AX<A 


由 于 sin(x+y) =sinxcosy + cosxsiny， 方 程 是 相 容 的 ， 求 下 


面 形式 的 解 
中 (y) = Acosy + Bsiny 


| sin(x +y)$(y)dy = sinx | “cosy (Acosy + Bsiny)dy 


+008 *| "siny( Acosy + Bsiny)dy 


= TAsSIiNnx + xBcosx 


因此 A4=3/x，B=2/x， 方 程 的 特 解 是 
出 (y) = (3c03y + 2siny) /x 


如 同 例 2.2 中 指出 的 那样 ， 这 个 方程 的 余 卫 性 为 


Co 二 51 (C cosH7 + dsinny) 
| 


解 积分 方程 
3X2 十 4x= | exey+ dxy:yhty)ady -1<x<1 
列 出 x 的 等 医 方 程 得 
1 = 2| yp(y)ay 


1 = | y60)dy 


不 存在 x 的 其 他 堵 次 ， 所 以 方程 是 相 容 的 。 这 里 不 易 看 出 余 
函数 的 明显 的 形式 ， 我 们 借助 于 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 
的 展开 形式 来 考虑 。 这 之 所 以 方便 ， 是 因为 它们 在 -1<7< 


1 上 是 正 交 的 。 现 在 
sa 35 » 


y=Pp(Y) 


y+ + po). 


由 于 勒 让 德 多 项 式 的 正 区 性 质 ， 国 数 序 列 


pu(y) — EDsly), Prly) n>? 


在 -1l<y<l1 上 与 y 和 了 7? 是正 交 的 ， 因 此 余 函 数 是 
cu(pu(y) -psy) |+ ep) 
由 于 了 和 了? 是 正 有 交 的 ， 转 解 很 容易 得 到 。 
A 人 A 
由 (7) = 由 了 十 由 (y*/2) 
出 


1=2| y[gi3+dgay2/2397= 201| yzdy 
1= 2 y2(d7 十 由 y2/2)Gy = 由 | ye 
因而 得 到 特 解 


$y) = + 
现在 可 以 芳 虑 方 称 
$(¥Y) = AN 人 7 有 (ydY (2 .29) 
的 这 征 攻 与 转 径 请 这。 一 富 兴 已 各 29) 从新 号 为 
REC) = | 也 下 人 于) (2.30) 


为 备 的 47Y》 都 请 足 方 程 《5 ， 在 孝 电 =。 大 时 将 
这 样 的 函数 也 视 为 烤 征 函数 ， 但 是 它们 一 般 世 被 忽略 的 。 
任 一 特征 函数 必 有 下 面 的 形式 


天 
C= > Do, C(x) 


p= 
因此 
人 区) 一人 p> AptX) | bY) pl pa (ydy 
”上 四 = 
pp = 2 bo 
= 


Kr, = | by) a Cw)dy 
特征 们 与 竺 征 英 数 可 按 遂 党 过程 得 到 。 然 而 ， 若 所 有 的 b, 与 


所 有 的 as 正 交 ，Kkos 对 所 有 的 pg 为 雪 ， 它 也 同样 对 应 于 
&=0， 且 bo 为 任意 。 


例 2.5 
求 由 积分 方程 
由 (%) = Ia +xt)betidt Ocxel 
所 确定 的 系统 的 特征 值 与 特征 立 数 。 
Dotbi = | lrxt) bor bit)dt 
= (0+ O12) + ($2 + P13 


因此 
(A—1)bo + hb/2=0 


Agd /2 + (2/3—1)61=0 
C1)CM3 -1)=A/4, Mh=8+ v52 
* 87 9 


由 :由 = ~- (7 + 352):(8+ 52) 


$x)=) (4x—3)t29(t) dt 0<x<l 
所 确定 的 系统 的 特征 值 与 特征 函数 
D(x) =k(4x -3) 是 唯一 可 能 的 特征 函数 。 然 而 
kb(4x -3)=| Cdx-3)(4ts-3t9klt=0 
因而 对 应 于 =0 的 特征 函数 是 (4x 一 3) 5 即 不 存在 满足 
方程 的 入 值 。 
现在 考虑 积分 方程 
由 (x) = 中 Baosy) Gy) dy + f(x) (2.31) 
的 解 。 任 何 解 显然 有 下 面 的 形 却 
$Cx) = 1 31 buas(x) + f(x) 


= > ap(X)D,(Y) 入 Dbauly) 十 f(y) ay + 1 (x) 
当 合 并 ap(x》 的 同 次 项 ， 便 推 得 
bor=A Dknbotis 1l<pen (4.32) 
它 的 求解 完全 类 似 于 方程 《2.6) 。 方 程 (2.32) 可 加 为 
bo—h Dobe =f, 
由 此 得 
$= {DN}! DP dc), 


38 。 


其 中 Du(4) 定义 同 前 ， 而 dpe(%) 为 行列 式 
16 — Akepo | 
的 忆 ，4 元 素 的 代数 余子 式 。 这 和 样 
$x) = x) 十 入 (Do(X) | Soly)i (y)dy 


= (x) -MD Drsy, Mfy)dy 
利用 d., 的 定义 ， 可 见 D(x,y; 入》 为 


S 0 Q(X) read (XX) 
| bi(y) TITTITEILILTELL a 


p Ayy TT , 
D(x,y} 和 ) 为 和 的 nn 次 多 项 式 。 解 的 另 一 种 写法 为 
4(x) =1 (x) -A [ROx, yf Cy)ay 

及 称 为 预 解 核 它 是 两 个 和 的 于 次 多 项 式 之 商 。 

值得 一 提 的 是 ， 对 于 转 置 核 

Ki(x,y) =K(y,%) = 3 ap(y)b (x) 

具有 同样 的 的 特征 值 ， 因 此 也 对 应 同样 的 Du(X》。 然 而 转 
征 函 数 vw. 汉 不 一 定 与 对 应 的 oD, 相同 。 若 下 是 对 称 核 ， 当 
然 它 们 相同 。 可 以 证 明 它 们 存在 着 正 交 性 

| V(x) PD, (Xx)dx= | Walx) [KCxsy) (Ydydx 


= (M/s) | 到 eeo(y)d7 


因而 车 和 与 和 不 相等 ， 
fs pd 


s 39 = 


OK y) Bay) aray 
必 食 为 堆 。 这 正 是 2.1 布 所 指出 的 结论 ， 现 在 给 予 了 证 明 。 
这 个 结论 不 仅 对 退化 核 ， 素 实 上 对 任 总 的 核 都 是 成 立 的 。 
当 方 程 (2,31) 中 的 入 是 核 的 一 个 特征 值 ， 便 如 和 X*,， 且 
有 了 个 特征 函数 虽 ,.(%) 对 应 于 这 个 特征 值 。 则 解 为 下 面 的 
孙 妆 [ 


T 
有 " 
> HD, 和 ( x ) 


其 中 4 为 尾 意 第 束 。 由 相 容 性 可 得 到 
(fn Wds 
= [osx)dx mh,|| Ys OK y) by)dxdy = 0 
求解 的 后 续 午 分 按 通 常 的 方法 进行 。 
记 可 按 另 一 途径 ， 确 定 RCX,YA), 它 类 似 于 从 阵 方 程 
(<。9) 的 送 代 解法。 定义 莹 楼 序列 
K(x, y)= K(x,y) 


K(X,y) = (KCx, 1)K, t ,ydt 


可 羽 证 本 
Kia(xiy) = | Ka(x;1)KCty7)dt 
著 虑 由 下 式 定 又 的 函数 集合 
$x) = f(x) 
Gtx) = 4h KCxsy) Py)dy 
可 以 看 出 
s A400 。 


bx) = f(x) 十 入 JK Gay+ wi 
ta" Kgs tdt|KCtss tdts en)KOt,1sY) fy dy 


= (x) + -> Kx YY dy 


这 个 级 数 称 为 诺 伊 受 级 数 。 
可 以 证 明 ( 见 附 录 D》， 序 列 {6"(*)} 收 化 的 一 个 充分 


条 


p<{fixenlay yt 电 鸭 


"(x) 一 jx) 和 Cy)dy f(x) 


= -Ne "ri If (FUT 和 <: 2 
四 


在 同样 的 条 件 下 附录 D 中 证 明了 方程 《2.44) 右 疯 量 趋向 于 
堆 。 由 此 推 得 ， 若 和 非特 征 值 ， 则 存在 陛 一 解 . 


人 xD) = 1(%) + | TN,y) fy)dy C836): 
| 
而 预 解 楼 为 i 
次 Gy = 一 DIK, y) (26》 


对 于 每 一 个 特征 值 , 预 解 村 R 有 一 无 穷 远 点 ; 族 它 的 履 纹 半 
径 小 于 或 等 于 | 和 |， 其 中 和 为 绝对 导 菩 小 的 转生 借 。 因 此 
它 收 伍 的 一 个 充分 条 件 万 


{Rex raxdr } < IX 
注意 ， 这 个 理论 对 一 般 的 楼 也 是 成 立 的 、 因 为 无 须 基 塌 

楼 的 具体 属性 ， 所 必须 的 是 收敛 条 件 式 (2.33) 成立。 
1 


[| 多 本 


$xX) = ‘| exp {K(x y)}$(y)dy + f(x) 0<xel1 


的 解 。 
自然 这 个 解 可 令 为 
p(X) = Cexpkx + F(X) 


然而 ， 这 里 使 用 区 核 方法 特别 方便 ， 因 为 ， 阁 
K(x,y)=exp{k(x—y)} 


出 K(x,y) = | K(x,z)K(z,y)dz 
= | exp{k(x— z+z-y)}dz =exp{k(x—y)} 

类 似 地 ， 所 有 豆 核 为 

exp{k(x—y)} 
因而 

R(x,yIN) = — AK,y) = -exp{fk(x—y)}/ (1—\> 
且 

gx) = f(x) +A/(1— Nexp(kx)| f(y)exp( ~ky)dy 
当 入 = 工时 ， 解 式 无 效 。 且 仅 当 
| .repem ~—ky)dy =0 


时 才 可 能 有 解 。 这 时 解 为 
Hx) = fx) + Cexp(kx) 


C 为 任意 营 数 。 
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一 一 一 


$xX) = ‘| exp {K(x y)}$(y)dy + f(x) 0<xel1 


的 解 。 
自然 这 个 解 可 令 为 
p(X) = Cexpkx + F(X) 


然而 ， 这 里 使 用 区 核 方法 特别 方便 ， 因 为 ， 阁 
K(x,y)=exp{k(x—y)} 


出 K(x,y) = | K(x,z)K(z,y)dz 
= | exp{k(x— z+z-y)}dz =exp{k(x—y)} 

类 似 地 ， 所 有 豆 核 为 

exp{k(x—y)} 
因而 

R(x,yIN) = — AK,y) = -exp{fk(x—y)}/ (1—\> 
且 

gx) = f(x) +A/(1— Nexp(kx)| f(y)exp( ~ky)dy 
当 入 = 工时 ， 解 式 无 效 。 且 仅 当 
| .repem ~—ky)dy =0 


时 才 可 能 有 解 。 这 时 解 为 
Hx) = fx) + Cexp(kx) 


C 为 任意 营 数 。 


例 2.9 
证 明 
es 43 ~ 


一 一 一 


K(x,y) + R(X,YsA) =A KG, RZ Ys Nd 


= |ROx, ss Kz,y) dz 


人 | 
\ | K(x,2)R(Z ,Yh)dz= 一 | SIK(x,2)NK, (ZY)dz 
下 二 1] 
加 为 级 数 一 : ey ， 因 而 可 逐 项 积分 伍 
一 有 MK (XYy) = 1 hIK (X.Y) 
大! 中 到 也 


一 肛 (X YN) + (X,Y) 


K(x,Z)E,( (zs7)dz = | Kez,y)E, (XT)d2 


mr 


FEL 
1 
[Ex， 2)R(Z, yh)dz= R23 MIKECZ,T Uz 
Nr a hh ee be Ti 
Ri 中 ee 
= 本 和 TT de 有 要 =. oF -= 下 Be 六 = 
在 弗 震 外 和 如 积 A te 9 en 楼 过 当 二 
Hr Fy es re T= re 攻 导 本 市 
有 要。 这 光 友 堪 走 pe 与 对 黎族 。 邓 生息: 
Te = 瓜 《 芝 。 内 )} 
fm 时 和 
1 地 -7 
思 徐 它 二 近年 党 让， 上 Ht 上 于 be 9 了 全 小 乓 !， 人 由 


有 性 撕 ， 
KY,X) = i ) 


对 - nia I 
昌 称 它 汶 对称 柑 。 导热 实 控 称 滞 宇 放 为 对 称 楼 。 国 下 B71 六 


pl bEe bs VD Lye | 二 | 
过 东兴 外 到 加 还 证 对 关 直 3 下 国 ， E434 

第 = h Re Fs 入 = 下 和 er 
生前 ， 我 们 将 假 炬 所 有 时 核 议 pe EA I 2 pd j 在 例 轧 3 


:i 
练习 题 中 ， 我 们 将 处 理 对 称 楼。 因为， 为 了 说 明基 毕生 抽 


这 种 核 性 虑 起 来 较 容易 。 这 些 理论 应 用 在 一 般 情况 下 ， 如 采 
分 析 困 难 不 大 ， 我 们 就 萎 碟 更 广泛 的 楼 一 类 。 下 可 一 些 定理 
几乎 立即 可 得 到 。 

1。 车 特征 值 存在 ， 则 它们 均 为 实数 

因为 ， 老 


P(X) = |K xsy) @ (ydy 
| ® Bax=N | BK,y) By)daxay 
本 


同时 有 
| x) ox) dx= X | Fy By) dxdy z 


= 友人 | eeoKGy,x 盏 Gy)axay 


= Ea Dy)K (Xsy) D(x) dxdy 


因此 
N= 
故 入 为 实数 。 
2。 埃 尔 米 特 核 的 释 核 也 为 埃 尔 米 畦 核 
人 


所 


Kp(Xsy) = |Kalx,7)Kel(zsy)dz 
其 中 K, 与 Kp 为 埃 尔 米 特 核 
网 天 ay)x) = [EiCy, z) Kaz,x)dz 
= [Kalz,y)Kp(x, 2)dz 
= Karasy) =K, ,p(xyy) 


s 45 = 


结论 得 证 。 
3。 不 同 特征 信 对 应 的 特征 函数 相互 之 间 正 交 。 
假设 @,(x) ， 四 ,(x) 分 别 为 对 应 于 特征 值 \, 与 的 
特征 函数 。 为 了 方便 ， 假 定 它们 都 已 规范 化 了 ， 即 
人 le.eolax=1 (2.37) 
由 于 
P,(X) = A, | KCx,y) ,Cy)dy 


且 . 
Dx) = 和 | Kx,y) B.Cy)dy | K(y,x) (ydy 
因此 
人 .ooe,coax=x| [®. GOKCy,%) By)dxdy 
= |B K, YD, (?)dxdy 


= be | B,D, (dx 


省 人 ， 与 入， 不 等 ， 则 有 
|B,.®(0ax=0 (2.38) 
且 . 
人 | 到 (xX)KCX,Y) 中 (7y)dxday=0 (2.39) 

车 对 应 一 个 特征 值 存在 两 个 或 琴 个 以 上 的 特征 函数 ， 利 用 它 
们 的 适当 的 线性 组 合 ,在 通常 的 情况 下 ,总 可 以 整理 出 适合 方 
程 (2.38) 与 (2,39) 的 和 尾 征 国 数 。 

应 用 方程 (2,37》 得 
= AB 。 


] = |B,.% D(x)dx= 和, || B00,y)®, Cy) axdy (2.40) 


于 是 方程 (2.37) ， (2.38) ， (2.39) 与 (2.40) 可 以 归 
纳 为 


(B08, (eae=6, (2.41) 


| 至 ,CoKcoy)e,C)axay= rs 
因此 与 埃 尔 米 特 楼 (因而 对称 楼 ) 相 联 系 的 特征 函数 形成 
一 规范 正 交 系 。 

必须 明确 的 是 ， 一 个 核 不 一 定 存在 特征 值 。 在 例 2.6 中 
讨论 了 这 种 情况 。 因 此 有 必要 讨论 特征 值 存在 的 充分 条 件 。 
事实 上 可 以 证 明 〈 证 明 相 当 宛 长 ， 在 附录 瑟 中 给 出 ) ， 正 定 
埃 尔 米 特 核 的 特征 值 一 定 存在 。 正定 是 指 对 不 恒 为 零 的 
$(x)， 有 


Jeersy) ydxay>0 


负 定 埃 尔 米 特 核 的 特征 值 也 存在 。 负 定 是 指 对 不 恒 为 零 的 
(x) 有 


{Jokexsy) Gy) dxdy <0 


特别 地 ， 这 些 结论 对 正定 或 负 定 的 对 称 核 是 成 立 的 。 
设 和 与 号 (xX) 分 别 为 由 积分 方程 


(x) =%|Kx,y) Gy) dy 


定义 的 系统 的 特征 值 与 相应 的 规范 化 转 征 函数 。 考 虚 “ 减 缩 ” 
的 埃 尔 米 特 核 


R,(x,y) =K(x,y) 一 人 
L 


s A7T # 


吝 它 不 世 为 索 ， 则 它 至 少 有 一 畦 征 值 xs 及 相应 的 特征 函数 
P,(x)。 Ne 和 与 和 1 相同，91(x) 也 不 能 是 减 缩 核 Ri 的 特 
年 暑 数 。 民 i 


pe yD (ydy 


= [Kx, yD (ydy -0 [ley) [ray (2.43) 
可 以 看 出 上 式 右 端 但 每 寺 每 。 
有 两 种 情况 可 能 发 生 ， 共 一 是 ， 当 进行 步 之 后 
R (X,YyY) =EK(Xx,y) 一 3 ep 
等 于 零 。 在 这 种 情况 下 的 村 K(x，Y》 为 退化 的 。 它 县 有 形 
式 
Kilx, y= 号 PO 


= 3 Jk, 2)@®, (2) dz ®, ly) 


且 有 共有 有 限 个 数 丈 的 特征 值 与 特征 函数 。 

另 一 种 可 能 性 是 这 种 过 程 永 不 终止 ， 因 而 它 有 无 限 个 性 
征 值 与 坚 征 函数 。 这 时 可 写成 

及 (X) = 1fRsxsy)lzay 


中 ) 
= ||Fix,y)K(x,sy)— RK K(Xx,y) 9 
Kix,y) > Pe 


® 48 


中 
+ 0 (Y) 扎 | dP, Dlay 


A A C2.44) 


Fr 


其 中 
[4A(x)]2= 人 Ecoy)lay 
由 于 Ra,(X) 宇 0， 故 有 


3 
sm 


[4A(X%)]2 一 2 0 a 
所 以 级 数 


el (NX) 站 
2 MD 


必 收 敛 于 小 于 或 等 于 [A(X)I” 的 一 个 和 ,由 积分 关系 震 
(2.44) ， 得 


(二 
0<| Rodx=| Ch)D2dx- 六 Y 员 
， 

出 此 得 到 汲 煞 

2 
， ; Tl 2 号 二 
是 疏 贷 清 ， 半 和 起 十 天 分 。 | 
现在 提出 这 样 的 问题 ， 银 数 ,i 
2 BD (x Dy) 中 
RR*(x,y) 一 a | 
于 了 


1 


可 2) | Ely, 2) D(z)02 (2.45) 


* 4 


是 否 在 任何 意义 下 都 表示 楼 K(x，y) 。 这 里 有 两 个 问题， 
第 一 ， 这 个 级 数 收 敛 吗 ? 第 二 ,如 果 收 僵 ， 它 收敛 到 K(x,y》 
吗 ? 

首先 假设 级 数 K* 一 致 收效 ,让 这 种 怖 况 下 ;可 以 证 明 在 我 
们 感 兴 趣 的 区 域内 处 处 有 K*(x,y)=Kix,y)。 证 明 如 下 : 

R(X,yY) = K(x,y) — K*(x,y) 

则 及 同 所 有 的 特征 函数 四,(x) 正 交 ， 因 为 由 楼 的 埃 尔 米 转 
性 质 有 

| RO, Bax)dx= | K(x,y) B(x)dx 


-| > ®,x){ Ky, Br dr pax)dx 
Tl 
= |K(x,y jx)dx- | Rly,z) Baz)dz =0 (2.46) 


利用 这 个 结果 ， 可 见 R(x,y) 恒 为 零 。 此 结果 由 反 证 法 得 
到 。 

假设 R 不 恒 为 零 。 那 么 它 必 须 至 少 有 一 个 特征 值 和 Xr 和 相 应 
的 特征 函数 中 xy， 使 得 

Dax) = ia|Rexyy) Paly)dy (2.47) 
同时 ， 宣 n(x) 将 与 XK 的 所 有 特征 消 数 正 交 ， 因 为 借助 于 式 
(2.46) 可 得 

A (x)dx = al| Bat)RCxsy) Paty) dxdy =0(2.48) 
所 以 

[e's may dy = | DSR Pely)dy =0 (2.49) 


a 50 。 


得 于 级 数 式 〈2.45) 是 一 致 收 伍 的 ， 逐 项 积分 是 合理 的 。 
方程 〈2.47》 可 以 重新 写 为 


D p(X) = hn | CKCxsy) — Kt(x,y) Dp(y) dy 
ha| K(xsy) Baly)ay (2.50) 
.所 以 @ 是 原 积 分 楼 的 特征 蚂 数 ， 且 由 方程 (2.48) ， 
它 是 自身 正 交 的 ， 故 
|exco5acxdz=0 
这 仅 当 Br(x) 几 乎 处 处 为 零 时 才 可 能 ， 故 RR)x, 了 ) 必 为 零 ， 
“ 即 


K(x,y) = DR DD 0 (2.51) 
显而易见 ， 上 面 的 分 析 即 使 特征 函数 集 {多 ,} 不 完备 也 是 成 
立 的 。 换 一 种 形式 


K(x,y)= 5S) ,P(x)B,(y) 


-对 可 分 楼 的 情况 ， 除 了 有 限 个 kh, 之 外 其 他 的 全 部 为 零 。 即 

使 级 数 式 (2,45) 仅 在 平均 意义 下 收敛 到 K*(x,y) ( 见 附 

录 F ) 上 述 结果 也 是 成 立 的 。 在 这 种 情况 下 ， 结 论 式 (2.49) 

犁 证 明 应 取 不 同 的 形式 ， 
今 


J= |K: (xy) 中 (y)dy 


Ns (x,y)— DT PP pecy)dy 
rml 得 : 


® HS1 


+| we Dye, yy dy 


下 到 vy {i 
= | ER* CX,7) 一 全， DN acy) ey 


rT 本 和 年 备 


上 式 推导 利用 了 式 (2.48》 并 对 所 有 都 成 立 。 现 在， 利用 


il tt pa _ rr A Pe A 
布 尼 亚 vo 和 Es 村 : 有 站 不 入 藉 人 


ee | 入 } 
1 让 < 六 一 PY Dek :i ?| ‘ay|l@a lay Gy 


二 二 菩 2 放 喜 性 ,第 一 项 当下 赵 向 无 穷 时 则 趋向 于 零 。 因而 可 


Kx,y) = i:m > DD OD (2.52) 
NW Tl 


议 在 我 站 屋 兴 二 的 区 域内 ， 几 乎 处 处 成 立 。 式 〈2.52) 称 为 


rp Bb A he 
WEA No 


人 中 Kix,y)B( Ydy 
息 


加 
的 此 种 人 与 且 征 点 将， 关中 
3 0 YT 
= COSYSIDNY YX 


上 
x :ff 
由 (X11 二 六 cinx| cosy Oty)ay tt ncosx| sinygb(y)dy 
wu 肖 
a 


A 
ee H i 
可 


OX) + — MbCX)=0 


同时 由 zx] 必须 满足 边界 条 储 700) =0，$(x) =0。 显 然 ， 
当 A 宇 1， 这 紫竹 件 不 能 满足。 
-方程 (xX) + = 的 影 如 sosvx 的 类 将 消 足 这 些 


条 件 ; 只 需 Y=7r 去， 其 中 为 正 整 菜 。 于 是 转 征 信 市 


i } se 
所 给 出 ， 畦 征 绚 数 赐 与 ccs(r ~ 豆 和 x 记 比例 。 


由 于 


赦 规 邯 作 多 生 征 哆 兰 为 


从 语 径 
下 
二 cos(r 一 可 习 cos(r 一 豆 )y 
I 本 
ral 


| 
开 FT mm 和 1 一 ._1 3 
“一 可 
一 


显然 ， 这 种 级 数 绝对 收 义 。 


K(xsy) = 


例 2.11 
求 积分 方程 


bX) = 和 “log{1 — 2acos{x—y) +a}$(y)dy 


的 特征 值 与 特征 函数 ， 其 中 为 实数 ， 且 0<a<1。 
二 53 局 


核 亚 然 是 对 称 的 ， 


log( ~ 2acosz + a) =10r(1 ~ 0e's)+log(l— ae-i*) 


Ei 站 
i >) We 
La 六 


ce oe- jr 


ii 


r 


_ ~ 20' COZ 
Fe Fr 


log{l1 一 2c0S(X 一 了 ) 十 C2 


COSF YOS SINFXESINFY 
= -2 50 人 
Fo 和 Fr 


特别 函数 显然 为 cosrx 与 sinrx， 但 它们 未 规范 化 。 
由 于 


| cosrrxdx = | (TT d= 


而 完备 正 交 系 为 


中 (区) 2 Jerr 或 (二 )sinrx 


故 
log!T- 2acos (x ~ y) +a’} 
= 一 SC 工 (cosrxcosry + sinrxsinry) 
ro: 了 开 
将 这 个 展开 式 与 
K(xsy) = 5) Dr or 
于 重 TF 


比较 ， 可 见 特征 值 具 有 形式 一 r/(27a")， 其 中 7 为 正 整 数 。 
每 个 特征 值 出 现 两 次 ， 且 对 应 的 两 个 正 交 的 特征 钞 数 为 


s Dd 


(sinrx, (二 ) eosrx 


车 0<e<1， 级 数 总 是 绝对 哆 汉 浆 。 
式 (2.51) 的 结果 可 淮 广 到 释 续 ， 为 此 
Ks(xsy) = |K(xs2)K(z,Y) ds 


Fl] 六 ， FL 


若 级 数 式 (2.51) 绝对 收敛 ， 上 面 的 证 明 古 合 


[习习 二 2 ds 


(2.53) 


法 的 ， 且 可 以 


论证 ， 其 收敛 性 仅 需 平均 收敛 。 可 以 类 似 地 证 明 进 一 步 的 


结 俊 . 


核 的 迹 由 下 式 定义 。 
T,(K)= KCx,x)ax 
不 难看 出 


(2.54) 


(2.55) 


(2.56) 


® 585 ® 


由 例 2.10， 
1 1 
到) 


a 
Kr ,xy} 三 一 
i 


FT ej 


Kx, xX) = COSXSINY 


An 1 1 1 ‘27-! 
TR)= Sh = S|- ' 
Fe | 了 | 和 4 a ' 
pp 
ek CONNSINN 二 0 
0 
TH Ns Pre he 下 1 到 
于 次 尔 迪 办 粮 (公演 对 称 
从 


了 和 四 下 的 可 风 ， EE 


必须 区 出 ， 这 
入) 而 着 0 


六 不 成 让 的 。 


1 
De 2 hj 


例 2.15 
求 校 
K(X,Y)= NS RK Coccos tn + 1)y 


写 特征 六 数 。 其 中 下, 佑 级 数 收 敛 。 


CoOrmxcoctnt Lvov dy 


一 开 志 光 Y 克 


的 特征 值 


浊 
h(x) = 和 | Se 
一 了 让 二 让 
i 计 志 
中 1 立 汰 县 布 下 面 形式 


关于 特征 妥 
23 Dy COST 


词 王 从 


mm Bs 
DCOs HX = | 2 K CosHxcos(n + 1 )Y Y1 人 .CO3SSYdY 
| 天 天 rp 


栈 到 业 


上 ,= ak,| cos{n+ 1)y 3 bcossydy 
三 办 ss 


= kK TD, ,1 
小 
1 J 
pnt1 人 Me x pn Rs Ak x 由 


内 为 级 数 一 致 收敛， 当 于 趋 向 无 穷 大 时 ,K, 趋 向 于 堆 。 庙 
此 得 6, 将 无 限 增 大 ， 特 征 函 数 不 存 在 。 在 没有 特 刍 尔 数 
时 ， 特 征 值 的 概念 当然 就 无 意义 了 。 

2,4 希 尔 伯 特 一 施 密 特 定理 

借助 于 希 尔 伯 畦 一 施 密 特定 理 可 以 得 到 第 一 类 与 第 二 类 
弗 雷 德 息 姆 方程 的 解 。 在 开始 正式 讨论 之 前 ,首先 考 虚 由 
方程 

f(x) = |K(x,y)e(y)ay 
定义 的 三 个 函数 f(x), g(x), K(x,yY) 之 间 的 关系 。 因为 ， 

不 严格 地 说 ， 积 分 将 使 寿 蜡 性 抹 平 ,所 以 fx,) 比 K(x, yy 
和 gty) 有 较 好 的 性 质 ， 例 如 ， 若 K(x,y) 为 连续 而 By) 
分 段 连 续 ， 则 了 (xX) 连续。 假若 f(xX》，g(7) 与 K(x,y) 
用 级 数 吉 示 ， 则 表示 1(2D 的 级 数 的 收 伍 性 将 比 表 示 天 (xy 
与 g(yY》 的 级 数 的 收敛 性 好 。 
希 尔 伯 特 一 施 密 特 定理 如 下 ， 若 f(x) 可 表示 为 

f(x) = |K(x,y)g (7)dy 
其 中 

Nalay<o 


57， 


且 序 列 


<， 四 , (xX) 中 ,(y) 
入 ， 
平均 收 敏 于 民 (x,y) ， 则 j(x) 可 表示 为 与 核 相伴 的 正 交 国 


f(x) = Df,D,(X) (2.57) 
rel 
形式 地 
1 (xX) -| 3 2 oyydy 
= (gr/h bY) 

其 中 

= sw Bay 
因而 

1， gris (2 .08) 


和 随 r 的 增 大 而 增 大 ， 静 以 f, 为 系数 的 级 数 比 以 g， 为 系数 
的 级 数 “ 更 收敛 ”。 证 明 如 下 : 


f(x) = |KCx,y)8(y)dy 


=(| K(x,y) — 3 eet) D7) |gcyyay 


Sy 0B, gtyydy 


r= > 
Fw 


sa 58 。 


= 并 K(x,y)— 六 7)dy 


放生 | 


刚 


i 及 
|r,.Cx) | ke y) 一 3 | dy 


= 

x | le) lay | / 

出 于 级 数 a 和 
PVPDAYD 


r= As 
平均 收敛 于 K(x,y) Rp 4 可 \ ts 


i : 四 ' :二 
EE 名 
lim | K(x,y)— ™ Py) dy =0 .Sil 
因 = Fw=e1 人 


] 寺 ! 


击 此 得 
lim | fxz) - DI, 8,x)|=0 
式 (2.57) 得 证 。 
值得 指出 的 是 了 


出 于 
3 lg,l’ 


当 趋向 无 穷 时 趋 于 零 〈 见 附录 G) 。 进而， 再 附加 以 
条件 
a 88 。 


ieeom l?dy = {A(x)’} <N’ 


这 样 一 来 ， 无 容 置疑 地 可 得 
S1 | 下， (x% )} 


Tm 作 二 1 2 -二 N° 
广 | 
,之 天生 
趋 阿 于 零 。 因 而 级 数 或 〈2.57) 绝对 收 贷 。 
现在 考虑 ， 第 一 类 积分 方程 
1 (%*) = [Kx Gady 
其 中 fx) 已 知 。 这 个 积分 方程 解 的 性 质 依 赖 于 核 的 特征 侯 
数 集合 是 否 完备 (附录 G) 。 事 实 上 ， 若 这 个 集合 不 完备 ， 
可 能 无 解 。 
首先 考虑 这 个 集合 为 完备 的 情况 ， 这 时 f(x) 可 写 为 
1 = Ef,B,x) = SB, dp,x) 
楼 具有 形式 


K(xsy) = 3 
下 本 四 
函数 %yY) 可 展开 成 
由 (7 ) = D319 Dy) 
由 此 得 


rr 


fx) = |KGx, yO(y ydy 
-所 3 2 i Ec,0, (y)dy 


= 2 (C/N,) BX) 
Teg 


* 60 。 


C = 入 = |f(2) B,C2) dz 


因此 积分 方程 的 角 
$(x) = DE | os (2)dzB,(x) (2.59) 
孝 ee 
| iscobax | 
存在 ， 或 者 说 级 数 站 
pe 
妆 钙 ,这 时 ， 天 尔 相 特 一 学 罗 村 定理 条 件 皮 计 。 级 数 起 (2。 59) 


为 方程 的 唯一 解 。 
然而 ， 即 使 函数 f(x) 具 有 很 好 的 人 性质, 级 数 臣 - (2， 59) 
有 可 能 不 收 仇 。 这 是 因为 入 , 是 无 限 增 大 的 尽管 具有 系 : 或 
j ,的 级 数 收 敛 ,但 以 X,f 为 系数 的 级 数 可 能 不 收 敏 , 选 射 | 起 
(2.59) 仅 为 形式 解 ， 它 是 分 布 函数 或 广义 函数 ， 而 非 通常 
ee 加 


的 转 征 函数 集 如 是 不 完 各 的, :但 是 机 
站 下 叉 半 发 丰富， 全 之 完备 化 .这 个 涤 合 ,2 可 
能 但 并 不 一 定 是 无 限 的 。 ， ， 

了 2 的 展开 式 为 


二 f,p, (+ 1, ps “(0 


[fare, (x) 


FT 可 和 


+ Er) Bd p+ (x) : (2 .60) 


K(x,y) = SD 
Li 


这 里 是 对 无 穷 项 求 和 ， 有 限 项 求 和 对 应 于 退化 核 。 事 实 上 我 
们 将 看 到 ， 当 特征 扩 数 集合 是 不 完备 时 ， 很 多 理论 类 似 于 也 
化 核 的 情况 。 这 时 解 取 下 面 形式 

$= DED + EC D+0y) 
这 样 
f(x) = [K(x,y)0 (7)dy 


Ee] 人 1 Es 
a {Bee | 于 co.on + EC .yy) |ay 


= nn (2.61) 
比较 方程 (2.60) 与 (2.61) 可 见 ， 仅 当 所 有 的 f,* 都 为 
零 时 解 才 存在 。 了 记 的 0 

[i Bz)dz=) 
否则 ， 积 分 方程 非 自 相 容 ， 不 在 在 解 。 

当 解 存在 时 ， 它 可 由 
607) = BNIB rdz® ,ly 
给 出 ， 这 个 级 数 是 收敛 的 。 但 是 这 种 解 不 唯一 ， 形 为 
之 5， *+D.*(y) 

的 附加 项 必须 包含 在 解 内 ， 其 中 c,* 为 任意 常数 。 对 应 了 于 
核 的 特征 函数 集 不 完备 的 情况 可 以 这 样 理解 ， 基 ,=h,'， 
楼 可 以 瑟 为 
。 2 


K(xsy) = Dp BX BY + Th D(X) ,yy) 
rm 一】 宣 


其 中 所 有 的 H+ 为 去 。 ( 当 r 增 大 时 ， tt, 趋同 于 零 ， 但 不 
等 于 零 。) 


例 2.14 
求 积分 方程 
i 1 _ os 0 一 wx 一 
f(x) 27 元 | 工 一 A "RA edd = 
的 傅立叶 级 数 解 。 : 


根据 本 童 最 后 练习 19 的 结果 ， 核 可 以 写 
ES 
2x 1 -28cos(X 一 7) 二 
亲本 于 二 
人 + (cosnxcosny + sinnxsinny) -| a 


并 且 这 个 级 数 是 绝对 收敛 的 。 
“了 (%) 的 但 立 叶 级 数 为 


i 
0 十 D3 (a,cosnx +b ,Siniix) 
其 中 os ee 
: 1 i 本 ' :中 le i bi 
o,= 二 | T(z)cosnzdz 5 入 六 让 
1T『 x a 1 和 
be 有 a B00 人 
| | 
设 / ， 
by) = zt TO (ccosny + d,sinny) 
| 3 


站 面 1 1 ey re 号 量 
[= K+ Ya" (cosnxcosny 十 sinnxsinny; | 
.| 三 四 Li 


x [0 十 2 (ccOsny + d,sinny) |ay 


il. en . 
+ or C {CCOSNnxX + dSinnx) 


及 而 
Qi = C0 3 b=d,a" 
故 积分 方程 的 解 由 级 数 


本 + Sia "(ga,cosny + bsinny) 
| | 
给 出 ， 如 果 它 是 收敛 的 。 


例 2.15 
求解 积分 方程 
log(1 ~ 2Acosx + 及) 
- |_10g{1 -2acos(x—y) +a}b(ydy -re<xes 
上 其 中 a，8 为 正 实数 。 。 
这 个 问题 是 解 依 赖 于 参数 a，8 值 的 一 个 例子 。 仅 在 一 
种 情况 下 这 个 解 是 明显 的 。 当 e= 有 时 形式 解 为 
$Y) = 10(y) 
其 中 d(y) 为 狄 拉克 (Dirac》 6 一 函数 ， 它 是 一 分 布 消 数 而 非 
通常 函数 〈 见 附录 工 ) 。 这 种 情况 今后 将 不 予 考 意 ， 
若 ol 


log(1— 2acosx +a’)=— 了 
直 二 用 


而 者 o>>1 
log: 1 — Zacosx + a*) = 2loga — 3 ~ cosnx 


中 一 和 


车 = 1 
logil1 ~ ee ~ y) 十 有 2 


=. ~- 2 3 一 一 -(cosHXcosHy + sinnxsinny) 


而 到 了 


在 这 种 情况 下 ， 因 为 不 存在 和 贡 数 现 ， 对 应 于 核 的 正 交 二 
数 集 是 不 完备 的 。 
若 8>1 
log{l ~ 2Bcos{(x -= y) + B°} 


= logB—2 过 一 一 (COSRXCOSHY 十 sinnxsihny) 


i 
i I 


bry) = Fo + 3 (ccosny + d,sinny) 
蝇 到 业 


者 p<1, { ,1 
-| log{1- 2Beos(x—y) + by 
= 一 2 py _8 (ccom + d,sinnx) i 
量 琶 业 
若 8>1， 
ln 


= 2logB cu 一“ (Cncosnx+ d,sinnz) 


尚 有 四 种 情况 舌尖 虑 ， 
= i6D ve 


给 出 。 当 8<a， 解 为 
loga /BN\" _10g Ce pcosx — 月 : 
ot 三 (二 |) COS a 
当 4 二 6， 这 个 级 数 不 收 化， 积分 方程 无 解 。 
出 此 例 可 见 ， 对 积分 方程 中 参数 的 所 在 区 间 必 须 给 予 重 
视 。 
第 二 类 非 齐 次 方程 也 可 用 类 似 方法 求解 。 同样 儿 须 考 虚 
对 应 于 核 的 规范 正 交 函数 集 的 完备 性 。. 2 Tw 
首先 考虑 这 个 集合 为 完备 的 ， 则 方程 :3 


Bx) — AKCxs7) 080%) =.f (x) 


A 


1 


可 以 重 写 为 


Be,0 0 -ND YP Sobayy 


和 Es i , ' r 3 一 1 罗 
a Bfp(x) i 
和 i 
i 大 
总 (e， -总 -cr)o, (x) = 2 f,®. Cx) 人 
因而 
Be = 1/ 记 匡 
且 , 和 
B(x) = Bf-—M/NY Dx) 1 2.63> 
国 “hd 0 Et 
= Sa (fz) Dd, (x) 
= Dh 和 -入 ， 


f(x)-\ 人 更 (2.64) 


» 67 = 


给 出 。 当 8<a， 解 为 
loga /BN\" _10g Ce pcosx — 月 : 
ot 三 (二 |) COS a 
当 4 二 6， 这 个 级 数 不 收 化， 积分 方程 无 解 。 
出 此 例 可 见 ， 对 积分 方程 中 参数 的 所 在 区 间 必 须 给 予 重 
视 。 
第 二 类 非 齐 次 方程 也 可 用 类 似 方法 求解 。 同样 儿 须 考 虚 
对 应 于 核 的 规范 正 交 函数 集 的 完备 性 。. 2 Tw 
首先 考虑 这 个 集合 为 完备 的 ， 则 方程 :3 


Bx) — AKCxs7) 080%) =.f (x) 


A 


1 


可 以 重 写 为 


Be,0 0 -ND YP Sobayy 


和 Es i , ' r 3 一 1 罗 
a Bfp(x) i 
和 i 
i 大 
总 (e， -总 -cr)o, (x) = 2 f,®. Cx) 人 
因而 
Be = 1/ 记 匡 
且 , 和 
B(x) = Bf-—M/NY Dx) 1 2.63> 
国 “hd 0 Et 
= Sa (fz) Dd, (x) 
= Dh 和 -入 ， 


f(x)-\ 人 更 (2.64) 


» 67 = 


比较 式 ， (2.35) ， (2.36) 与 (2,64) 可 得 预 解 核 为 


Rx HN = DN 
n=l 


Tw 和 AC 一 入 , 
= D(X)D, (y; = 
Kj (2.65) 


这 个 方程 也 可 惜 助 展开 成 入 的 震级 数 的 方法 ， 且 应 用 关系 式 
(2.54) 得 到 。 级 数 式 〈2.63) 的 收敛 性 与 jx) 展开 的 银 
数 相同 ， 因 为 

lim 入 /入 ,= 


同时 ， 对 表达 式 |K(xyy)%(?)dy， 应 用 希 尔 伯 特 一 施 密 特定 


理 的 条 件 与 表达 式 | Kx，?)f(y)dy 相同 ， 但 后 者 要 求 


|11(y)47dy 有 界 ， 且 对 应 于 核 的 无 穷 级 数 平均 收敛 于 它 本 
各 。 
投 如 和 不 等 于 某 一 个 特征 值 xy， 则 上 面 的 分 析 成 立 。 
在 这 种 情况 下 ， 显 然 仅 当 
(2) Bez)d =0 
时 解 存在 ， 且 为 下 述 形式 


N12) Bz)dr Dx) 


PN 2 太一 大 


其 中 C; 为 任意 常数 。 

然而 ， 车 对 应 于 核 的 规范 正 交 函数 集 不 完备 时 必须 附加 
函数 集合 ®@,* 使 其 完备 化 ,这 与 第 一 类 方程 的 情况 完全 相同 。 
<- 68 。 


+C,B (x) (2.66) 


$x) = Dc,B, (x) + Fc,D,*(x) 
下 本 二 二 


f(x) = Ef,@ (x) + DD (x) 
所 以 
EoD + Dest, lx) 


-对 三 DD, .0 [ 避 cB.y) + De, “pr (9) dy 


Li | 


三 3 f,@,(%) + Sf,* D(x) 

i ~—AM/M) = c=f,*  - (2.67) 
需要 指出 的 是 当 ^ 为 特征 值 时 , 希 尔 伯 特 一 施 密 特定 理 徇 应 用 
类 位 于 前 面 的 讨论 。 


例 2.16 
积分 方程 
1 和 ]-0’ 
= 2 i 
bX) = — (NX) 下 如 | ET ET (tat 


在 什么 条 件 下 方程 可 解 ? 并 求 其 解 。 “(Wales》.… 
1 ，。 a 1) lcosnx 
z TT “7 ns a 
进而 ， 由 例 2.14 梧 得。 ae 


1 bdte i 


se 
“了 1 工 一 SY 


1 0 
= 一 Cr (ccosnx+d,sinnx)a’ 
el 


2 
dX) = 机 十 3 (CCOSNx + d,sinnx) 
昌之 了 
则 有 
-a + 了 (CucOSHX + d,sSINnx) 
, = 
= + cos nx +h|3e 
4 3 0 (CCOSNx + d,sSinnx ) | 
由 此 得 
pc LN) 
3 
_ -Di ee 
er Ed 了 ,= 引 n>0 
此 


™ 
日] 一 入 11 n:(1— Na”) 


假若 A 于 a-"，n 衬 0 则 方程 有 解 。 军 则 ， 方 程 无 解 。 


2.5 核 的 埃 尔 米 特 化 与 对 称 化 
在 上 一 节 ， 我 们 知道 ， 对 埃 尔 米 特 核 (或 对 称 核 ) 可 
以 进行 很 好 的 处 理 。 因 此 会 立即 提出 这 样 的 问题 ， 是 否 包含 
任意 核 的 积分 方程 都 可 以 转化 成 埃 尔 米 特 核 或 对 称 核 的 积分 
方程 呢 ? 这 个 问题 可 以 回答 如 下 。 
0 


设 Kx,y) 为 任意 核 ， 与 它 对 应 的 第 二 类 积分 方程 为 
$x) — A Kx,y) ydy =10%) (2.68) 
用 K(x,z) 乘 上 式 两 边 ， 并 关于 x 在 定义 域 上 积分 得 
| Kx, zp(x)dx— |Fx,2)KCx,y) Gy)axay 有 
= |Kix,z) f(x)dx 
用 y 代 赫 2 用 x 代 替 z， 上 方程 可 写 为 ， ， “有 本 胶 
| - AKi(x, yb dy = [KCy,2) (yay 4 (2.69) 
其 中 | 


Kj (xy?) = |Ki2 x)K(Zsy)dz (2u709 
容易 验证 ，Kj(x,y) 为 埃 尔 米 特 核 ， 用 一 和 涨 方程 (2.69) 
并 与 方程 (2.68)〉 相 加 得 本 


$(x) - 对 KCxsy) + Ky,x) ~ AKi(X, yO y)dy 


= x) ~ NEKty,x)f (yydy 1 


这 里 的 核 为 依赖 于 入 的 埃 尔 米 特 核 。 由 非 齐 次 第 二 类 方程 的 
求解 观点， 不 妨 将 入 取 为 1。 除 非 1 是 


$x) =X|E K(x,Y) + K(y,x) . z 人 
—AKrCx,y) p(y)dy=0 (2.7 和 2 


芍 特 征 值 ， 否 则 将 不 会 遇 到 任何 困难 。 如 果 鞋 为 特征 值 时 ， 
这 个 问题 可 以 象 前 面 那样 处 理 。 
现在 考虑 相 华 方程 
Wx) — AKCy,: sy)dy = g(x) z (2.73) 


wm Tl 


和 前 面 一 样 ， 可 以 得 到 另 一 个 其 有 埃 尔 米 符 核 的 方程 。 
VX) 一 $CKix,y) t+ KCy,x) — MKr(X,Yy)IY Yay 
= g(X) -|Kix,3) gy)dy (2.74) 
其 中 
Ka(x, y) = Ky, Kx, 2)d2 (2.75) 
如 果 是 实 的 ， 按 着 同样 的 过 程 可 以 得 到 两 个 方程 
p(x) -XJcKCx,y) +K(Y,X) —AKi(X,y)Ib(y) dy 


= f(x%)— Ky,x) fy)dy (2.76 
其 中 
Ki(x,y) = (Kc ,XK(Z,y)dz 
及 
V(X) 一 | CK(x;3) + K(X) — Kp(X,y) YY) dy 
=g(x) —h|K(x,y)8(y)dy .77) 
其 中 Kp(X,Y) = Kx,z) Ky,#)d 


由 此 可 见 Ki 与 Kr 以 及 对 应 于 方程 Q2.76) 与 (2.77》 的 
楼 十 对 称 的 。 
由 于 
| KiCxsy) $y Bx) dxdy 
= (| Rez KC ,9) 9 9) Bx)axdydz z 
= || | F(z)0 (dy \ dz>0 (2.72) 


二 


推 知 ， 找 处 米 特 核 玉 ，( 核 Kx 完全 一 样 ) 是 正定 的 。 (同样 


的 结论 对 实 对 称 核 也 是 成 立 的 ,从 现在 起 ,除非 必要 ， 将 不 特 


别 指 出 是 对 称 核 。) 这 意味 着 ，Kr 与 Kr 的 特征 值 是 正 的 ， 
且 可 分 别 写 为 人 了 和 Xpns 其 中 NAL 与 As 为 非 零 实数 ， 
为 了 方便 可 以 取 为 正 数 。 事 实 上 可 以 证 明 Ki 与 Kr 具 有 诬 
同 的 特征 值 。 
假设 如 (x) 是 核 Ki 对 应 于 特征 值 xz 的 符 征 函数 。 令 
.W(X) =hz|KGx,y) Brty) dy 
= Ni| Kx Kil9s) Bdudy. 


= ns || Rox, YRCZ YIK(Z WW) Dh) dudydz 


和 


= Ar 中 作 后 3) 下 (2 it dz 
= Xe | Kez Bdz C2.79) 


BR a ee 
AL 龙 Kj; 的 特征 值 。 
业 似 地 ， 者 
由- 和) =% eK ys) Wa ydy 
其 中 We 是 楼 Ks 对 应 于 尾 征 值 hp 的 特征 的 数 ， 可 
Ppt) = |Kikx, z) bn(2)dz (2 .807 
因而 Bx 是 核 Ki 对 应 于 特征 值 4”” 的 特征 郧 数 ， 事 实 上 
4x 是 Ks 的 竺 征 值 。 因 此 与: 具有 梢 同 的 特征 值 > 
故 可 记 成 AR = hs = 
假设 K。 与 K， 对 应 于 转行 值 4.2 的 转 征 函 数 分 别 为 罗 。 
=- 3 


与 中,。 则 有 规范 主 交 性 质 ， 


Exe 中 (xz)dx = oho) | KC, WyK 2 ,XID (zdxdydz 


Muh Ke Ea sy) Vv, (y) WP,(z )dydz 


= | WZ) ,2) dz (2.81) 


完全 类 似 ， 和 有 


| Wx), (Xdx=, An 


A 
比较 方程 (2.81) 与 (2.82) ， 若 入, 去 入 ,， 则 有 
|®.0 B00 dx = | VAX (Kdx=0 
对 中。 与 更 ,规范 化 ， 鸽 
EX ‘dx= || W(x) [rdx =1 


|@a(0) Bz . (2.82) 


这 样 
Ka(X,y) = DN W(x)W,(y) (2.83) 
sl 
Ki(x,y)= BDA ?YD,(X)D,(y) (2.84) 
tl 
显然 ，Kr 与 Ki 可 由 核 
人 (2.85) 
于 一 和 


生成 。Kr 与 Kr 也 可 借助 任何 形 如 


K(x,Y) = bp 十 De (2.306) 
El 量 


的 核 生 成 。 应 当 指 出 ，X，, 不 是 和 的 特征 值 ， 事实 上 ， 这 类 核 
可 能 不 存在 特征 值 。 
可 以 指出 ， 第 一 类 方程 很 容易 信 助 Ki 求解 。 为 此 ， 石 
|KCxs%)86% dy = Te : 
刚 | 
| gezopeonmy= [Nse be ddd i 


= |Kiz,x)f(dx=g(z) (2.87) 


对 方程 (2.87) 的 求解 方法 是 熟知 的 ， 在 一 般 情况 下 ， 其 解 
由 表达 式 


p(yY) = py EN C2.88) 
际 本 1 BA 


给 出 。 在 特殊 情况 下 ， 与 前 面 的 讨论 一 样 ， 只 需 作 适当 的 乡 

改 即 可 。 畏 
” 录 解 第 二 类 积分 方程 ， 例 如 方程 (2,71) beni 
JJe K(xs9) + Rey, )IBlX)®, (yaxdy= =h 


则 


1 


i 


by 
有 


了， 
四 。 
同时 ， 大 5 
J[ 1(x) ~ |Kiy, ro (dx = 了 
网 | 
人 6 全 


f(x) -4|Kiy, x)f(y)dy= TF,®,(x) (2.90) 
LE 
令 
bx) = Fe, 中 05) (2.91)》 
由 =m 和 


则 利用 式 (2.89) ， (2.90) 与 (2.91) ,方程 (2.71》 可 
写成 


Sy cp (x) 4) 5 六 kB,(x) PD,(y) Sic p(y)dy 
在 一 二 | Ll 
+ 六 hp) BY) Dea)dy 


= 2 PDlX) 
a=1 


利用 
| Bn) Bd = gu。 
按 通 常 的 方法 可 得 
c,h Tk,c,+(M/N,)c,=F, (2.92) 
| | 


这 个 方程 组 的 可 人 解 性 依赖 于 当 r 大 5 时 KK， 是 否 为 堆 。 

上 面 的 讨论 建立 在 特征 函数 集 是 完备 的 基础 之 上 。 如 果 
这 个 集合 不 完备 ， 需 要 象 前 面 一 样 作 适当 的 修改 。 
例 2.17 


证 明 核 
| SlnXCOS Ny 


K(XY,Yy)= F 一 夏 扩 和 ,和 过 
外 et 了 十 也 和 


不 存在 特征 值 。 并 求 相 应 的 Kk 与 Ki。 
若 存 在 一 个 斩 征 值 与 特征 鸭 数 ， 则 它们 必 请 足 方 程 


_,("* el Sinnxcos MY 
p00=+| 之 By 


aa 16 。 


然而 ， 中 (xzx) 必 为 如 下 形式 


Desinns 
但 
| ‘cosnysinmydy =0 
故 


{sny Sesinmydy=0 
时 看 本 十 而 号 了 


从 而 ， 核 不 存在 相应 的 特征 值 与 特征 函数 
现在 


Kp(X,Y) = | 到 ,Kx x)dz 


=- Sihny cosnz 
=| 之 全 


S1 SINMXCOS mizdxz 
和 一 四 m+i 硬 。 i | 
本 Y， sinnx sinny Fe 
n= 也 2 十 
似 类 地 ， 


K(x,Yy) = | ZX)IK(Z yy)dz 
_1 ”< SiNRz COS nx sinmzcosm’y 
>. ni 之 m+ de 
_ ,0 Rl COSHX GOS Ny 
之 mt1 , 
对 应 于 Ki 与 Ks 的 特征 什 为 Cn? + 1)/x， 


规范 化 特征 函数 
分 别 为 sinmx/wfF ，coshx/Wx 。 po 


2.6 具有 格林 函数 核 的 积分 方程 求解 
孝 虑 由 下 式 定义 的 第 二 类 非 齐 次 积分 方程 


4(x) -| K(xs9) Gy)dy=f(x) a<x<b 
其 中 
K(x, y) = (YY, (x) ay<XEb 
= X,Yy) QQ 过 3 
V(x) 与 V(x) 分 别 满足 边界 条 件 


立功 QQ) +a'ywp (oa) = 0, EY,(b) +B'»,'(b) =0 


将 K(x,y) 看 作为 * 的 函数 并 满足 边界 条 件 
, .1 Ok ，， 和 
[aKCxsy) +a ee ”| 二 人 


项 二 如 


2 
OK 
K | I dt 一 
上 ds Ox Cs 2 . 


(2.94) 


事实 上 ， 当 边界 条 件 为 〈2.94) 时 K(x,y) 是 某 一 二 阶 微 分 


方程 的 格林 函数 。 ( 见 1.3 节 》 
方程 (2.93) 可 写 为 


OX) — MPR | 7) 看 (Y)Gy 


关于 x 微分 (2.95) 得 


p(X) — 入 Yh" (XxX) 


| 

一 A ca $y YN dy = fx) : 
| pp ydy 
| 


— AAP CX PP YN dy = f(x) 


由 此 得 
agdb(ta) +o'pb'(a) =af(a)} +a'f'(a) 
有 4(D) +B'B DD) = B10) +B (Db) 
关于 x 微分 (2.96) 式 ,， 得 
* 78 。 


(2.95) 


(2.9406) 


(2.97) 


Es | 6 
P(x)" Mr Cx)| Waty) by) dy — Ay “| Y.(y) by dy. 


— RCW CKP OK) mB XW XIIBG KX) = f(x) (2.98) 
消去 量 
| 0dy 与 | #96 dy 
得 到 下 面 关 于 4(xz) 的 微分 方程 
| 省 (X) AC (xX) (x) 
~ (XP XIP xX) — 1" (x) 
0=| $'(x) — f(x) (xX) . BCX) z 
$x) — fx) pi(X) yx) 
(2.939) 
这 是 关于 $ 的 二 阶 微分 方程 ， 利用 边界 条 件 (2.97) 可 以 唯 
一 地 解 出 $9 来 。 注 意 ， 由 于 $8”(x) 的 系数 办"(x) 加 (xx) 一 
加 (XxX),'(X) 不 可 能 为 零 ， 否 则 内 将 是 加 的 倍数 ， 因 此 式 
《2.99) 总 是 二 阶 微分 方程 。 


若 方程 (2.93) 是 齐 次 的 ， 即 fx 为 零 ， 这 时 变 瞩 内 
征 值 问题 ， 即 求 ~ 值 使 微分 方程 


Pi’ (%) ba” CX) 


BX) — Ca' CX) yx) 0 
EAC AE IBLE CX) 和 CO | 
p' (Xx) hx) pe (%) | 

路人) $xX) 加 Ci 
《2.100). 
在 边界 条 件 


abla) +a'g'(0) = 0 BOLD) +B'6'(b) = 0 i.10D 
下 可 解 。 
第 一 类 积分 方 程 也 可 类 伺 地 来 解 ， 同 前 而 一样 寿 核 必 开 


.了 8 .se 


时 - BB 
$20) bly gy)dy+ pi Cx) 幼 (y) 由 (7)dy = 1x) (2.102) 


关于 x 微分 上 式 ， 得 
加 站 县 
ba)| 页 (28(7)ay 十 用 5) | py Gy) dy = f(x) 
(2.103) 


关于 x 再 微分 上 式 ， 得 
BAK ACLLLER pCx)| bap) by) dy 
+ Ch CX)PB CX) -页 KP RIG = (x) 02.104) 


和 前 面 完全 一 样 可 得 
Ch CRI CK) — Pa CX) CX) ID xX) 
+ f "(x) px) Bb" (xX) 
| Fw) 办 "(xX) 起 人 (XxX) 
f (x) BX) eX) 


(2.105) 


然而 ， 即 使 方程 (2.105) 给 出 一 个 函数 %(x)， 但 积分 方程 
实际 上 可 能 无 解 。 因 为 它 可 能 是 不 自 相 容 的 。 利 用 方程 
《2.103) 与 (2,104) 可 以 说 明 这 种 情况 ， 方 程 (2.103) 
与 (2.104) 给 出 两 个 条 件 
af (a)+a’f’(a)=0 (2.106a) 
BI(b)+B’f’(b)=0 (2.1066b) 
在 式 〈2.106) 对 fo 不 成 立 ， 原 给 积分 方程 不 自 相 容 ， 
因而 无 解 。 初 看 起 来 使 人 觉得 奇怪 ， 但 其 理由 如 下 。 


微分 方程 
人 -af jy | 
$4 ev +r(x)f=0ix) ax P 
满足 边界 条 件 


sa 80) 。 


af(a) +a’f’(a)=0, Bf(b)+B Tb)= 
的 解 由 


f(x) = {KGxsy) 8(y)ay 
给 出 ， 其 中 K(X%,》) ee 
Qk 
dx 


9 K 为 格林 立 数 。 


+ q(x)-S +r(XK= G(xX—y) 


例 2.18 
设 K(x,y) = SinXxc0S3 0<<XxEYE 
= COSXS1ny DyZXER 


讨论 下 列 积分 方程 的 解 。 


(i) dx) = 和 | Klxsy) Gy dy + ex 


Ciy $0) =| Kx9290274 | 


所 时 


Qu) jE 3 


Gv) [WT : 


”天 


由 于 a 
和 Kesey nine cosyb Wdy on 


+cosx| sinyb(y)dy 人 下 


在 这 个 核 中 


V(X) =Sinx ， 出 (xX) =C05%x 


pi(0)=0 3 p(T)=0 


加 
-全 | Kx yb(y) dy 


= COS x| COsyp'( y)dy— sinx| ‘sinyp (y)dy 
轩 0 
| Koo, yb(y)dy=0, [S| Kx,y)907) dy | sy 


UU: 
dx’ 


(i) 首先 求 $ 所 满足 的 边界 条 件 ， 
$00)= 2| KOOsy) Gdy + 1=1 


F KCx,y) by)dy= - $(X) - | K(x (dy 


$b' (x)= || K(x, 7)402)dy| ， +e"*= es 


同时 还 有 


帆 ”(X) 二 | -中 (xX) 一 | Kex yb(y)dy| +e 


因此 : 
p(X) + (入 上 1) 由 (X) = 26” 


应 用 边界 条 件 ， 它 可 以 很 容易 地 解 出 。 
(ii ) “在 这 种 情况 下 ， 完 全 同 G) 一 样 有 
OCX)+ MtbxX)=0 
由 (x) = -A sinv/ N+ 1x+ Beos/ N+ 1x 
由 x*=0 时 9$(x) =0， 得 B=0 
$b' (xX) = A N+ lcos VN+] 


| 出 (x)= 0 ,得 


-一 一 2H 一 | 
- 1 = ee 
w+ 也 


+ 82 。 


其 中 下 为 正 数 。 故 特征 值 为 


2H 一]\? 
， )=1+( 一 一) 


对 应 的 特征 函数 为 


sin( 2n - 1)x/2 
《0 ”积分 方程 可 以 写 为 


SIN Xx “cosyg$(y)dy+ COS x| cosy6(y)dy = 一 -一 
> ， 人 


做 分 上 式 得 -， 击 
cosx| cosyp(y)dy - sin x| cosyb (ydy = 1 -二 : 

在 这 两 个 方程 中 分 别 令 x= 0 与 x=x， 出 现 了 0=0 的 结 

果 。 2 
将 上 式 再 微分 得 人 


1 
-bx) -J K(x, (2)qy= -5 
因此 四 
Tt x Se ke bs 二 
人 机 ' ge 3 
Tr i 8 | 
Gv)》 ”在原 积分 方程 中 令 x= 0 得 到 9- 0。 然 而 ， 


关于 x 微分 得 到 es 
CDS *| cosy$(y) dy 一 sin sinx| cosyb (ay = a 

令 x=Xx ， 得 0=1。 因 而 积分 方程 是 不 相 容 的 ; 没有 通常 

函数 解 ， 但 可 以 看 出 (7) = or -WN 是 一 个 形式 解 。 


(a) 奇异 积分 方程 
在 1.4(a》 市 中 兽 指 出 ， 车 核 的 定义 域 是 无 限 的 ， 或 在 
二 89 临 


1 


定义 域内 核 有 奇 点 ,而 且 这 一 奇 点 不 能 通过 变换 去 掉 , 则 称 积 
分 方程 为 奇异 的 。 这 时 本 章 大 部 分 理论 不 能 应 用 。 因 为 

| Kex， ?| “dx， | Kx ja 与 人 KGxy) lrdxdy 
并 非 都 看 限 ， 所 以 定理 中 的 收效 性 条 件 不 能 满足 。 在 2.2< 
中 关于 返 化 楼 的 革 些 结果 仍 可 应 用 ，2.5 节 的 思想 是 有 用 
的 ,但 争 尔 伯 特 - 施 密 特定 理 和 它 的 推论 将 不 再 成 立 了 ， 对 垦 
异 积 分 方程 要 作 和 畦 殊 的 处 理 。 
例 2.19 
”” 求 积 分 方程 ee 

dX) = | e ply)dy 
的 特征 值 与 特征 函数 。 
得 于 ee 
| | Lixo, y)|?*dxdy 


-| dx [ew=|- dx 
是 无 限 的 ， 故 方程 为 奇异 的 。 
积分 方程 可 重 写 为 
4coO= 对 -| < ‘p(y)dy+ e*| e-'6cy)dy | 
这 个 方程 可 根据 2,5 节 指 出 的 方法 处 理 ， 并 有 
bx) 二 (2 一 工 而 (和 ) 一 昌 
令 入 = (1 一 22)A2， 则 人 解 的 形式 将 为 
h(x)= A+Bx p= 人 0 
= Ae?* + Be™?” HE 
当 $Y)=1 或 $8(y)=y 时 ， 积 分 
| po)dy | [e600%ay 


= B84 »。 


皆 收 俩 。 且 和 = 了 为 重 特征 值 ， 其 相应 的 特征 函数 为 1 与 


X。 然 而 ， 应 当 指 出 ， 当 P=0 时 
he | B(x) | :dx z 
是 无 限 的 。 同时 ， 当 9(y)=e” 时， 只 要 Rk<1, 积分 
| ep)ay 
是 收敛 的 。 只 要 ， Rek> - 1， 积 分 
| ecomay 


是 收敛 的 。 这 样 和 = (1-Pp3:)/2 是 重 特征 值 ， 相 应 的 特征 栈 
数 为 es ，e™?* ,只 要 |Repl| 壕 1。 如 果 i ee 
方程 中 的 积分 不 收敛 。 这 时 


六 [px) dx 
是 无 限 的 。 若 为 纯 庶 数 ， 例如 iq, Am Cl 4g)/2, 村 .年 
圾 数 为 Singx 与 cosqgx。 
因此 ， 这 个 微分 方程 有 连续 的 谱 ， 而 没有 高 角 序列 的 上 
征 值 ， 这 是 因为 核 是 奇异 的 。 


例 2.20 
解 积分 方程 
i - 一 将 2 (41) 
-| We 


令 x*=u，t=(4p)-! 这 时 积分 方程 变 为 下 面 的 形式 
3 
村 [> -pg PAU ) 
(-2-) | 人 


可 8 可 本 


因 丝 原 方 程 的 解 等 价 于 寻求 一 函数 FC4) = > b(n 下) 使 它 的 
拉 普 拉 斯 变换 是 (x/p)! /2。 事 实 上 这 个 函数 为 w?。 即 


2 BE ym PO) 三 3 


因此 
piu)=1 
(5) ”多维 积分 方程 
正如 已 经 看 到 的 ， 上 几乎 在 本 章 所 有 的 地 方 ， 都 没有 指出 
xy 的 区 域 。 通 常 ， 我 们 车 虑 形式 如 
xex, yb (ydy 
的 积分 。 应 当 说 明 的 是 这 个 积分 以 及 与 它 关联 的 弗 雷 德 堆 姆 
积分 方程 理论 ,并 非 只 理解 为 一 维 的 问题 。 事 实 上 x 与 ?可 代 
表 亚 量 化 《XI19 Koy ""*y XxX,) 与 (Vl Yay +s yn) a 到 然 
在 2.2，2.3 与 2.4 贡 的 理论 中 仔细 考虑 过 的 积分 
[gx 0%ady 
一 个 直接 的 理解 是 
| Keepay 


我 们 也 将 证 明 把 积分 | K(xy?)$(?)dy 理解 为 


b Ban, 
| ‘| K(xis Koy NX 1s Pes dy dy, 
1 时 


» 806 » 


OSXby Xb, 


时 ， 这 些 理 论 了 岂 是 成 并 的 ee 


例 2.21 
解 积 分 方程 


| | Togtr: -2rr "cos( 由 一 省 ) 


rr}p(r Gr/dr dy’ = 1 
Qsr, -x 
我 们 暂 不 考虑 维 数 的 因素 ， 这 个 问题 等 价 于 从 已 知 的 一 
维 静 电势 了 去 求 二 维 的 静电 荷 分 布 p。 
处 理 的 方法 是 将 各 项 展 成 4 和 /的 傅立叶 级 数 。 


令 Re 
r'plr',p' ) = 元 + 一 访 (P,cosng’ +rOMieng’y 
其 中 P, 与 8, 是 +” 的 函数 : 
JP 由) = > 让 + Bacosng + gsinng) 
f= + f (r,s cosnpadgp n>=0 


se.==) A n>0° 


f, 与 8 为 ?的 函数 。 
现在 ， 若 0 过 < 时， 有 i 
log{1— 2acos(@ —$’)+a? }= -2 Tcosn($ — 一 由 ) 


- BT o. 


二 29 (Cosngeosng’ +Ssinngbsinng’ ) 


= 
出 log(r2 一 2rr7cos 由 一 由 +r’?) 


= (rr, 7’)+ 3 G(T,r’) (cosmgbcosmgp’ 


+Sinmgsinmgp’) 


其 中 
Gr,r’)= 2]ogr r=>r’ 
= 2logr r<r’ 
及 合 站 而 
Gr = ) ow | 
闻 py Hn m=>0 
一 ea (5) rer’ 
mn Ar 
积分 方程 变 为 
| sr domteomt + Sinmgpsinmg’) 
三 看 J DD = 人 0 
| | Polr’) + -tp (r’ cosng’ 
+ OQ,(r’')sinng’n md: 
和， 十 三 A (r)cosng + g(r )sinng} 
在 边 变 为 
| G {rsr' Ptr Ydr+ 3 | Grr,r PCr Ydr’cosngat 
ea 


是 3 G,(r,r’ QCr’)dr’sinngadg 


.因而 ， 原 方程 的 解 等 价 于 无 穷 积 分 方程 组 
| Gr )Pu(r' DJ)dr = El r) 


-» BB » 


[Grr Pstr ar’ = for) n>0 
0 


Gur,r Qtr ddr’= galr) n>0 


的 解 ， 其 中 第 一 个 方程 可 与 成 
” 0 1 
logr| PuGrar' + | logr’Po(r’)dr’ = fo(7) 
0 1 


经 微分 后 ， 行 
= 了 | ptriydr’ a f(r) 
rio 4 
因此 
Pu(r)= 工 rf ‘(ry) 


§ 


和 


攻 


有 ， 
+ dfotr’) el ; GfoLr') ja 

log | Er(" or ar + | logr’ dr7 Fr er 

.= log a crjutr5+| Cr/logr‘fo' Cr’ 和 


-fedr yar 
sj a Cr rfor tr I+ | Cfo’ Gr’)r ‘logr’ 一 fo 
目 Ff 
见 ， 使 上 式 等 于 Cr) 的 条 件 是 


lim rfotr}=0 
| 


lim logrfo Cr)— fr)]=0 


B89 ~ 


类 似 地 ， 第 二 个 方程 可 写 为 

二 全 [| r’"P (rdr 二 "| Pr ar’| 
= f.(r) 

将 国 


Cr) 中 ， 这 时 可 与 为 


-= 1 : 
| tr "Par dr 十 "| Pa(r DJ)dr =f,(7) 
FF JJ 


关于 ? 微分， 得 


可 时 岂 二 1 

~ a r’ "P(r ydr 十 Fr | 7 

= fr) 
nnrl) | ,unp (roar’ +nn- Dr 1 pr ydr’ 

六 12 自 四 -Fk 

— Pp,(r) -P(r)= I(r) 
r r 

由 前 两 个 方 森 ， 有 


1 1 Fr ; EE rl1 | we | r 

-| > Ptr’ ydr = Anj tT) Er 
E- 

"fr Pr ar mn) + rf 07) 


由 此 推 得 


tr Cn 有 一 rs 于 后 


? Cnf ,t+ rf 


-P(r) = f(r) 


:= 90 。 


抬 此 
1 ns 


关于 上 述 诸 积分 的 收敛 条 件 ， 留 给 读者 作为 练习 。 

完全 一 样 可 以 得 到 解 CQ.(r'/)， 因 此 只 要 收 伍 性 条 件 油 
是 ， 则 解 P(r',$') 存在 。 i 

《c) ”加权 积 分 方程 

区 间 ao<x<b 下 的 积分 嘱 念 可 以 按 下 面 的 方式 给 以 
广 ， 假设 在 这 区 人 闻 中 有 tr 个 点 Xx,, 满足 4 和 X11 之 Xi 芝 %+1 忆 
<%。<b， 目 其 中 每 一 点 x， 对 应 一 个 正 数 4，,， 称 它 为 吉 
权 因 子 。 

腿 设 fx) 为 a<x<5 上 的 可 积 函数 ， 并 且 在 起 和 营 租 
x, 的 某 个 区 间 上 是 连续 的 。 那 么 推广 了 的 积分 经 每 呵 以 定 
义 为 


: oes ofr ~ C2.107) 
由于 所 有 的 o, 为 正 数 ， 可 见 | 


人 j(x)dx 之 0, 车 f(x) 关 0 当 a<x<b .时 3 
:A + 

据 此 ， 当 我 们 在 方程 (2， 107) 的 意义 之 下 理解 积分 号 时 , 几 
平 本 章 前 面 讨 论 的 有 关 弗 雷 德 八 姆 积分 方 程 的 理 沦 都 抱 立 
(没有 必要 详 述 ， 因为 读者 会 很 容易 地 把 它们 写 出 》;。 因 此 

可 借助 类 似 于 前 面 讨论 过 的 技巧 求解 积分 方程 ， 其 中 积分 


(K(x,y)b 9) dy 理解 为 
上 K(x,Y by) dy+ Do,K(x,xr) x,) 
看 LL 


-® G1 。 


例 2.22 
解 积分 方程 


| .zcx,>)6c)ay= fx) 
其 中 


-= | 
1 1 1 
J gwar= | ec)ay+ gs(=) 


Kx,y)=x 0<x<y<l 
=y Qcys<xal 
加 权 积分 方程 变 为 
(o) | ?4(y)ay+ *| by)dy tp(F)=1(x) 


0<x< 


(b) | oay+x| gnart lo(1)- f (xy 


1 
F< 和 1 


关于 * 微 分 ， 可 得 
1 1: 1 
‘oF $9)dy + BE)=1"0%) 0<x< 工 
Cd) | $ay= f(x) Tl 
关于 * 再 微分 ，《c) 与 (4) 分 别 得 到 
Ce) G(x) = ~ Ir) 0<x<3 
(fy d(x) a Nec1 


a YQ2 »。 


方程 《〈e) 与 (f) 表面 上 是 相同 的 ， 但 在 方程 〈c) 与 
(d) 中 令 x= 子 时 ， 将 出 现 一 些 困难 ， 因 为 这 时 出 现 了 不 


丰 容 性 。 相 容 性 条 件 可 按 下 面 的 方式 给 出 。. 
假设 


1(%) = f1(%) 0<x< 子 
= f(xX) 1 
因为 8(x) 在 x= 了 上 有 定义 ， 并 在 包含 也 的 某 区 则 是 连续 
的 。 由 方程 (e) 与 (f) 得 厂 “( 二 )= 1 (二)。 在 方程 &c) 
与 9) 中 令 x= 二 得 到 了 另 一 个 相 容 性 条 件 ， 即 二 )- 
1 1 py 1 = i 1 J 了 
f= 玉 王 )= 二 人 (二)=f"( 亏 )- 由 方程 (9) 得 1 人 1) 
1 1 1 
=0。 在 方程 (0) 与 (b) 中 令 x= 了 ;得 人 1(3)=1:( 二 ) 
在 方程 (9) 中 令 ， x= 0， 得 1(0)= 0。 由 此 ， 积 分 方程 的 
解 由 | 
中 (X) = — f(xX) Iexe z 
= 一 站 《区 ) F<*<1 
给 出 ， 只 要 所 有 的 相 容 性 条 件 都 满足 。 
练 习 


1。 关于 由 (x)， 解 积分 方程 
4Cz= 刘 | "sin(x+ t)$(t)at 一 天 过 交 A 志 人 


当 和 = 土 1/x 时 ， 讨 论 解 。 (Wales) 

2。 解 积分 方程 
sx)=cosax+| “Cos(x+ 2y)b ydy -TXEAR (Walesy 

PUX) = 和 【COSXCOS5 十 COS5XCO8SY ) 册 (yd 一 下 乏 之 开 
的 特征 值 与 规范 正 交 特征 国 数 。 

4。 证 明 积 分 方程 

GC%) = | .xe:b( 昌 4 二 2 和 1 
曲解 为 
人 


(Xx) = f(xX)+ Ix) xe!f ta 
1 一 大 向 


当 入 = 1 时 ， 讨论 解 。 
5。 证 明 积 分 方程 


bs) = | sins ， Sin2t + sin3s 。 sindt b(tydt 
oo 


不 存在 非 平 凡 解 。 
6。 定义 函数 序列 1,(x) ， 
jx)= F(X), frilX)= 1(X) tA [KCx, yf) dy ,n>1 
证 明 ， 敌 


4(x) -XG 6 dy = f(x) 


i "| Ka) by) dy = f(x) 


7。 核 K(x,y) 有 一 个 对 应 P 个 特征 函数 的 特征 值 ， 证 明 
pe Ice 1axay 


= Od » 


8。 证 明 方程 
| (X4 一 x2)(4ts 十 3t) 由 (td 


不 存在 任何 特征 值 。 
3， 说 明 ， 求 积分 方程 


$$(X) = A |KOx,y) by)dy 
的 最 小 特征 值 等 价 于 求 2 
| Be pyaray 


的 最 大 值 ， 其 中 ||16(x)1*dx=1，K 为 正定 的 埃 尔 米 符 


核 。 
10。 设 及 (x) 是 周期 为 2x 的 偶 函 数 。 证 明 积 分 方程 


bz = Kix)G(y)dy 
的 畦 征 值 与 天 应 的 特征 函数 龙 
[| “K(x)cosnxdx| 与 coOSHX， SInX (1 为 正 整 数 ) ， 
而 当 n=0 时 特征 值 与 特征 阴 数 是 
[| K(x)dx | 


“11。 设 
K(x,yY) = (1 —x)y 0 一 ?< 过 x 近 1 
= (1—: )x DX]l 
证 明 
~» SiNNnxxsinnz 
K(xy) = 2 Dm 
因此 


* 95 .。 


12, 下 全 总 1! 分 方程 
FT Kx,y)9 ydy 
的 一 个 特征 函数 若 有 界 必 连 续 ， 其 中 K 有 界 。 
13 证 明 斜 对 称 核 ， {K(x,y) +K(y,Xx)=0}， 只 有 纯 虚 
数 特 征 值 。 
14， 证 胃 ， 入 ， 入 ， 为 刻 K 的 特征 值 Cr 六 S) ， 且 苍 
DN) = EC) Dy)dy 


W(X) = kK ys) Wy) dy 


|B 0, dx= 0 


[oF ,dxdy =0 
15。 证 明 积 分 方程 
(x) = Kt XYIPiY)b (YY) y+ f(xX) 
其 中 PCOy)>>0， 在 定义 域 中 可 以 通过 变换 
Px) = {Pix)}! Spex) 
化 为 对 称 核 积 分 方程 。 
16。 证 用 对 应 于 正定 核 的 所 有 特征 值 为 正 数 
17。 证 上 明 ， 若 |lel 志 1， 积 分 方程 
| 1 一 


-sl1—-2acos(t 一 上 ) 十 

对 应 于 特征 值 
1 1 
和 A=1， Asr-1 二 二 7， Mr 


上 96 重 


的 规范 特征 急 数 为 


P(X) = 3 $b,,_1(X) = 区 
由 (xX) = 7 z CWales) 
18。 求 积 分 方程 i 
由 (zx) = | Bx,y)G ydy ~ NXEN - 
的 特征 值 与 正 交规 范 特征 函数 。 其 中 
B(x,y) = Db,sinnxsinny z 和 所 
并 指出 使 全 部 特征 值 为 正 时 ， b, 应 满足 的 条 件 。 (Wales) 
19。 解 积分 方程 


$x) -A| Kx b(t)dt=3 .0<xer 
站 
其 中 
K(x,t)= Sinxcost 由 -二 工 - 二 二 
=Sintcosx 0<texer 
20。 求 对 应 于 积分 方程 a 
6(x) = 和 | Kx $6) dy Ux<l 
间 
K(x,y) = (xXx+1)(y— 2) 0<x<yel ， 
= (y+1)(%—2) 0y<x 世 1 
的 特征 函数 的 微分 方程 以 及 边界 条 件 。 
21。 设 惠 ,(x)， 王 ,(x) 为 正 交 规范 函数 集合 ， 即 
|@ a) d=. 


K(x,y) 三 9 


EE on 本 二 


f= | 1 到 (zax 
证 明 
Ci》 积分 方程 
$(x) = s|Kx,y)9(9y)dy 


的 特征 值 与 对 应 的 特征 函数 分 别 为 和 , 与 中,(x)。 
(11) 积分 方程 


|K(x,y)9 ay= fx) 


的 解 为 
by) = nfn Dly) 


(111) ”积分 方程 
$x) = KCxsy) Gy)dy+ f(x) 
的 解 为 


_ Sn 
9X) = 全 大 DP , (X) 


《应 用 类 似 于 2,3 节 。 特 殊 情 况 下 的 条 件 并 作 人 微小 改动 ) 


22。 解 积分 方程 
Ci) $00 -| Ky $y dy = er 
Gi) GC%) = Kx,y) gy) dy 
Ciii) | K(x,y)6 dy = x(a—%) 
其 中 


* J8 » 


K(x,y) = Sinh(x~a)sinhy 0=<y<x<a 
= SInjxsinh(y 一 0) 0<x<y<a 
讨论 下 列 积分 方程 的 可 能 性 


面 
Gay | Kexsy) Gy) dy= fx) 


GD) Kx,y) by) dy BC) celx) ~ g(a)y 
23。 证 明 ， 老 积分 方程 
{e600dys fo 
的 解 存 在 ， 它 是 
{f(x) — f(x)} 
并 指出 ， 要 使 解 有 意义 ，f (x) 应 汕 足 的 条 件 s。 = 
24。 假若 与 核 
K(x,y) = 2 Dn Del%) Bu,ly) 
相 联 系 的 登 核 为 
Kr(Xsy) = > ND xX) Dy) 


求 系数 ,。， 应 满足 的 条 件 。 
25。 证 明 积分 方程 
4(s)=XI- 5 bo)at ta) i008)d 
+\(1— ss)$00) 
的 特征 函数 形 为 
COS 和 zsin Mx— sin Ncos Mix 


并 求 入 的 可 能 值 。 
26。 解 积分 方程 


1 = siit) 
| e h(x)dx=t 


27。 证 明 积分 方程 
p(x) = f(xX) + | KCxsy) 69) dy 


的 一 个 形式 解 为 
入 Dx,y3M) $Y) dy 
bX) = (+ 一- 一 一 一 一 一 一 一 
D(A) 
其 中 
D(x, Yi 入 ) 二 3 om a G 中) 


GG (X,Y) = d K(x,y) -nfG.1(x,2) Kd 


Ce i 


s 100 。 


3。 伏 尔 特 拉 积 分 方程 


3.1 供 尔 特 拉 方 程 的 类 型 


若 核 K(x,y) 满 足 
K(x,y) =0, y>x% (3,1) 
时 称 它 为 伏 尔 特 拉 型 核 。 显 然 ， 这 种 核 不 能 为 对 称 核 或 埃 尔 
米 特 核 。 在 本 书 中 ， 我 们 假设 它 为 实 核 ， 但 是 ， 机 
所 讲述 的 理论 对 edb ] 
现在 我 们 污 虚 线性 积分 方程 的 三 种 可 能 类 型 ， 它 们 分 器 


是 
第 一 类 方程 
f (x) =| KG)0097) dy (3.2) 
第 二 类 方程 ， | , 
$x) = | Koxsy) py) dy + (x) (3.3) 
齐 次 的 第 二 奖 方程 。 on 
$0 = {Kx, yb(y)ay (3.4) 


稍 有 意外 是 这 种 僚 尔 特 拉 积 分 方程 的 处 理 与 弗 雷 德 霍 姆 积分 
ee 。 只 是 为 了 方便 ,在 这 里 才 取 积分 下 限 为 零 , 因 
对 于 任意 的 积分 限 ,只 要 取 - :适当 变换 , 即 可 变 为 这 种 情形 。 
下 面 的 一 些 性 质 可 以 立即 得 到 ， 
(i ) 第 一 类 积分 方程 相 容 的 必要 条 件 为 1(0) =0。 但 
是 不 相 容 的 方程 ， 有 人 革 可 异 助 于 广义 函数 求解 。 
(ii) 第 二 业 积 分 方程 的 解 必须 满足 $60) = (0)。 
(ii 如同 在 1.4(b) 节 已 经 看 到 的 ， 者 天 是 非 坷 噶 的 ， 
a 


则 第 二 类 齐 次 方程 @G.4)》 不 存在 任何 特征 值 与 允 应 的 特征 
国 数 。 

QVv) 在 前 面 1.4(D) 地 已 经 看 到 ， 微 分 第 一 娄 积 分 方 
程 《3.2) 可 以 得 到 等 价 的 方程 

K(x,x)$(x) +| OD oly)dy= f' (x) (3.5) 
藻 尼 (xx) 恒 为 堆 ， 则 得 到 一 个 具有 核 
OK (Xx,y) 
OX 

的 另 一 个 第 一 类 积分 方程 。 若 K(x,x) 不 恒 为 零 ， 方程 
(3.5) 可 写成 - 


p(X) = | Ke(x,y)8(7) dy +g(%) (3.6) 
其 中 
K*(x, Y) = ~ /Kx,x) 
OX 
g(x) = 1 (x) /K(x,xX) 
在 这 种 情况 下 ， 


$0)=g(0 
车 K(x,*x) 在 基 一 点 为 零 ， 则 K*(x,7 了 ) 为 奇异 核 。 
寻求 伏 尔 特 拉 方 程 的 解 ， 相 对 弗 雷 德 专 姆 积分 方程 而 
言 ， 通 常 从 更 直观 的 方式 入 手 。 
例 3.1 
解 积分 方程 


«+= | sina(x —y)6(y)dy a0 (i) 
必 


ea 1]02 。 


关于 x 微分 ， 得 到 
2x=a | cosacx- y)$(y)dy " ( 11) 
关于 x 再 微 分 一 次 ， 得 
2=a6(x)— a sina(x-y)0(y)dy = a(x) ~ x . 
因此 四 
$xX) = a"1(2 + ax’) 
事实 上 ， 这 个 方程 可 解 是 很 幸运 的 。 因 为 积分 核 关 于 %* 凑 夫 


两 次 后 又 回 到 了 它 原来 的 形式 。 可 以 看 出 , x= 人 时 的 相 黎 
条 件 都 在 方程 〈i ) 与 〈ii) 中 被 满足 。 


例 5.2 
解 积分 方程 


1 = | cosa(x—y)6Cy) dy 

令 x=0， 方程 两 边 不 相 容 。 但 是 可 以 证 明 函 数 
$xX) =0(x) + oN 

形式 上 满足 方程 ， 它 是 一 个 广义 函数 解 。- Ya 


例 3.3 
解 积分 方程 


dX)=3 | COsS(X— YIGTN I te 
可 见 。 6(0) =1, 关于 * 微 分, 得 到 
0 3 [ sincx- -8nd +e" 


因而 
$'(0)=36(0)+1=4 


性 108% 是 


关于 x% 再 微分 ， 有 
pb” (x) = 3 出 "(x) 一 3| coscx -yp(y)dy +e. 


= 3 由 (xX) 一 由 (x) 十 22 
这 个 微分 方程 可 以 很 容易 地 求解 。 
现在 考虑 形式 如 


$x) :| Dk)u pu) du = g(x) 
的 积分 方程 。 它 可 以 写成 


E rg-l 
b+ Dl 0 -Eb d= g(x) (3.7> 


的 形式 。 关 于 x 微分 ， 并 应 用 附录 4 的 结果 ， 得 
$B' (x) th (X) 由 (X) 十 Lx) | Blau 


本 四 (x—u)d? 
>" 2 2)|] 可 


十 la | (X— Ww)! pe 3.8 
过 )X) ee pu au=g (XxX) (vu,0) 


在 式 (3.7) 与 (3.8) 中 消去 量 
| -woo dn 
得 到 方程 
p(X) tm (xX) DPX) 
+ Pm,lx) | $d 81(*) 
这 个 过 程 可 重复 n 次 ， 得 到 如 下 形式 的 微分 方程 
BK) + Dax BV) = Bx) 
及 相应 的 初始 条 件 
。104 。 


.由 (0) = g(0), $'(0) +mai(0) 由 0) =g,(0)， 等 等 。 


例 5.4 
” 解 积分 方程 


$x) =x+1+| C1+2(x- G7)dy 
$xX) = 工 十 出 (X) 士 < | -ea oF 
且 $0)=1, 9'(0)=1+9(0)=2 
.再 微分 一 次 ， 得 : 
$b" (XxX) = "(Xx) 十 2 由 (x) 
得 此 可 得 到 解 。 
3.2 ” 伏 尔 特 拉 方 程 的 预 解 核 
考虑 第 二 类 伏 尔 特 拉 方 程 
$b(X) = | K(x, y)$ (dy + 1(x) 


如 同 在 2,2 节 末 尾 所 讨论 的 方法 ， 我 们 可 以 求 出 上 国力 程 的 和 
寺 级 数 形式 的 解 。 这 时 登 核定 义 为 


K(x,y) = | K(x,z)K, 1(z,7)dz - n>2 9) 


借助 下 面 的 关系 定义 一 个 函数 选 代 序 列 {， 
起 ,(%) 二 f (x) 


alx) = "| K(xoy) dr Cy) dy +10%) 


eh 


$x) = f(x) + Sfx, ee (3.10) 


aa 10 。 


因此 序列 8,(%) 生 成 一 个 入 的 帘 级 数 
(x) = f(xX) 十 Sa Kx fdy 《3 。1 1 


= (XxX) -A| Rx,ysW fy)dy (C3.12) 
因而 预 解 核 为 
R(xYIN) = DN-IK, (x,y) (3.13) 


余下 的 问题 是 确定 在 什么 条 件 下 方程 〈3.11) 右 端的 笑 级 数 
十 收敛 的 。 
假设 ， 在 区 间 90<x, y<I 上 | K(x,y) |<k 


. 划 
| K,(x,y) |=| (Kx)KGz,y)az| R(X-y) YY 
受 
并。 (Xesy7)=0 XV 
类 似 地 
E(xX,y) |= [| Kcx, 2)K (zsy) dzl<ps| (~z)dz 
= 了 了 Re(x 二 7) X=y 
委 
Ks(x,y)=0 X<y 
接 此 途径 进行 下 去 ， 得 
| K(x,y) | 二 TD"! XY 
=0 x<y 
因而 ， 具 有 第 nn 项 为 MK,(x,y) 的 级 数 被 具有 第 nm 项 为 
a 
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的 级 数 所 控制 。( 如 果 一 个 正 项 级 数 的 每 一 项 都 不 小 于 第 二 个 
级 数 的 对 应 项 ， 则 称 它 控制 了 另 一 个 正 项 级 数 ， 因 此 ， 老 控 
制 级 数 收 敏 ， 则 被 控制 的 级 数 也 收敛 ) 。 
由 于 

[x-y|l<21 
因而 ， 后 面 的 级 数 又 被 具有 第 n 项 为 


A CQ) ts 

i 

的 级 数控 制 。 而 这 是 指数 级 数 的 一 般 项 ， 从 鲁 稳 知 闫 于 
R(x,y; 和 A) 的 级 数 式 (3.12) 总 是 收敛 的 。 

应 当 记得 ， 对 于 关 估 德 准 妓 , 定 义 其 项 角 术 的 的 第 级 
数 仅 对 小 于 第 一 个 特征 值 的 模 的 和 才 收 盆 。 换 句 话说 ,第 一 个 
特征 值 的 模 大 于 任何 使 这 个 级 数 收 钙 的 入 值 的 模 。 伏 尔 尾 拉 
核 是 弗 雷 德 堆 姆 核 的 特殊 形式 。 对 于 它 ， 如 果 原核 着 有 有 瞄 
的 ， 则 定义 预 解 核 的 级 数 对 所 有 入 都 是 收 敏 的， 等 效 事 说 ， 
这 种 苇 不 存在 任何 特征 值 。 上 面 讨论 的 对 弱 奇 性 核 也 网 立 。 
那 时 又 核实 际 上 变 成 了 非 奇异 的 ,证 明 可 以 作 适 当 的 修改 * 式 
(3.12) 解 的 唯一 性 可 以 很 容易 地 得 到 。 因 为 ,如 果 $ 4)» 
da(x) 为 两 个 解 ， 则 有 | 


da(x) 0500) = {Kx EGA) -War 
因为 不 存在 特征 值 ， 故 $4(X) = 和 (xX) 


例 3.5 
解 伏 尔 特 拉 方程 


$(x) = 入 | exer2b(G7)a7 + f(x) 
必 


这 里 
K(x,y) = eK 
K(x,y) = | exe-oeke-odz (XxX— yyeKls-)) 
V 
类 似 地 有 
"—1 


K (x = eKtz-y) (XxX—y) 
s(x)=€ ~ 


因而 预 解 核 为 

-DAK (x,y) ~ eKtx-y)elts—») 
旺 

Px) = 于 (X) 十 入 [enonfey)ay 


例 3.6 
求 积分 方程 


p(x) = 了 (x)+ | cx- Decpdt 


的 顶 解 核 。 
这 个 预 解 核 可 间接 地 得 到 (假定 =1) 。 
关于 x* 微分， 得 
Gx) = f(x) + | di 

"x)= "(xX) + HX) 
其 中 

中 (0) = (0), $'(0) = 了"'(0) 
可 以 验证 在 初始 条 件 下 微分 方程 的 解 为 

bx) = jx) 一 | sinp(x-y)4(7)ay 
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中 此 推 知 预 解 核 为 stnk(x 一 7) 。 
值得 提出 的 ， 类 似 地 讨论 可 以 应 用 于 多维 伏 尔 特 拉 方 
程 ， 例 如 非 齐 次 的 第 二 类 积分 方程 


Px1s ee s Xs) = (xie ,Xs) 


+ | “| Ko syiy ee 区 (7i， 


ey dy dy, (3.14% 
它 可 以 借助 于 选 代 序列 求解 
go(x) =Jx) 
BX) = FX) +h) Koesy) bn (y)dy 《3.15》 


X= (Kip pK)s Y= Ys sy 
如 同 前 面 的 讨论 那样 ， 当 玉 为 非 奇 性 核 时 
de) =f0x) + DA) Kx yy dy ，(3.16) 
给 出 方程 的 唯一 解 ， 且 级 数 对 任何 入 收敛 。 + 
此 外 ， 有 时 也 可 以 把 求解 多 维 伏 尔 特 拉 方 程 的 问题 化 
为 具有 某 些 相应 边界 条 件 的 微分 方程 问题 。 然 而 ， 实 际 并 非 


例 3.7 
解 积分 方程 


BX) = 1 (X,Y) +| | explx -E+y— m0.E, dédn 
"Ei 
在 这 里 
K (X,YsE,1) = EXPD(X 一 上 十 了 一 及) 
民 : (xy 人 1) = | ) Koxsysx’ sy K(x’, ys, nd’ dy” 
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=eExp(xX— E+Y—1) Jax’| ay 
= Exp(X—E+yY -NX— E)(Y — 1) 
类 似 地 可 得 


i (一 号 ”了 一 人 一 
K(x,y36,"N) = ExXD(X 十 了 一 忻 ) Pom 


因而 
R(X,yY3E,"n) Ss 一 K(X,Ys & 31) 


0 
Le (mI) 
方程 的 解 为 
bxs9) = (x37) — | | Rsy3 Ef (EN) Ean, 
用 另 一 种 方法 ， 这 个 问题 也 可 写成 微分 方程 的 形式 。 亚 
然 ，$(0,0) = 了 (0,0)。 关 于 x% 微 分 原 方程 可 见 


ob of ， | ‘exp(y — DX,M AN 
| 虱 


exp(%—&+¥—N) 


+ 人 | expcx — E+Y—N)9(E, Wdedn 
oo 


= Of + | exply -mx dant G(xsy) ~ f(xy) 
由 此 得 到 一 个 边界 条 件 
O06(x,0), 2_ of(x,0) | ox,0) -f(x,0) (b) 
Ox Ox 


类 似 地 ， 另 一 个 边界 条 件 为 


0g(0,7) -of(07) gc0,y)—f(0,y) (c) 
Oy Oy 
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积分 一 一 微分 方程 〈a) 可 以 关于 ?再 微分 一 次 ， 得 


Op 全 
Tr t+ | exp(y -m6(xs an 
09 oF 
Oy dy 
由 此 得 到 由 满足 微分 方程 


Op _ ob _ 089_ oj of_ of 四 
OXOY OX Oy DOXOY Ox Oy + 0 (2 


因此 原 问题 的 解 等 价 于 具有 边界 条 件 (6》， 《c》 的 微分 方 
程 (d) 的 解 。 z 


5.5 ”着 积 型 核 了 


著 伏 尔 转 拉 积 分 方程 的 千 形 为 K(x 一 》), “ 则 称 这 个 方程 
为 卷 积 型 方程 。 它 可 以 借助 拉 普 拉 斯 变换 来 来 解 。 求 解 方 法 
依赖 于 垃 普 拉 斯 变换 理论 中 的 熟知 结果 《有 关 拉 普 拉 斯 变换 
理论 的 详细 结果 参见 参考 文献 4) ， 即 


Ia | ac -Yb(y)dydx 


= | ea(z)dx 全 eco 
站 昌 


出 Cx- yooy)dy= | ao)bxh2 
称 为 两 个 函数 a(x) 与 b(x) 的 小 积 或 折 积 。 为 了 方 使 ， 礼 


alx) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 a， 等 等 。 
现在 考虑 第 一 类 积分 方程 


1 (%) = | Kx-y)¢ 6) dy (3.17) 
取 拉 兽 拉 斯 变换 ， 得 : 
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因此 
而 = 于 /天 (3 ) 
只 要 这 些 变换 存在 。 问 题 的 解 由 由 的 赣 变 换 给 出 即 函 数 
$(x)， 而 $9 是 它 的 拉 普 拉 斯 变换 。 求 逆 变 换 的 理论 是 存在 
的 ， 但 有 时 逆 变 换 可 以 直接 看 出 。 
例 3.8 
解 积分 方程 
| sina(x —y)p(y)dy = 1— cosBx 


可 以 看 出 ， 方 程 是 自 相 容 的 。 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 


EN ee 
D 二 Ce p p+B’ 
因此 
人 
ap(p” +B°) 
p a p+ 
从 而 得 


(x) =a+a (8B ~ oa)cosBx 
这 个 积分 方程 也 可 以 通过 微分 化 成 等 价 的 微分 方程 求解 。 


例 3.9 
解 积分 方程 
‘sinaCx -9) $dy=x 
关于 x 微分 这 个 方程 ， 可 得 
as 112 。 


a | sosecx _y)bt dy=1 


令 *=0， 可 见方 程 是 不 相 容 的 。 尽 管 如 此 ， 仍 然 可 以 形式 地 
取 拉 普 拉 斯 变换 ， 由 此 得 到 


d 一 1 一 . 
i tp 


- 这 时 ，$ 的 逆 变换 是 


Qa id(X) + ax 


例 5.10 
解 积 分 方程 


| cx- yh(y) — 2sinay)dy = Xeosax . 
取 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 
pi{p —2a/(p: +a)}= (p? Wr . 


因此 
$ = (aitp)/ (p+ a’) . (3.20) 
从 而 得 到 两 个 解 . 


p(x)= Sin0X 士 cosax 


值得 指出 的 是 ， 人 et 
本 段 讲述 的 方法 求解 。 


例 3.11 
解 阿 贝 耳 (Abel) 方程 
[p00)ay= f(x) 0<a<l 


在 这 里 ， 条 件 e<1 是 为 了 使 积分 在 它 的 上 限 处 收敛 ， 条 件 
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a->0 的 作用 将 在 后 面 提 及 。 利 用 下 面 的 结 不 
| re = T(z) 


原 积 分 方程 变换 成 
rtl-op :$= 

办 而 

$=T(l-ap' 了 


a 
ls; 


SINGT TCnyp™") f 
天 
从 而 
bx) = S| Cy)" fy dy 
郊 dx Jo 
3 
| (x—y)" -f(y)dy 
元 0 


由 此 可 见 ， 条 件 4 二 0， 对 于 这 些 积分 的 收敛 是 必要 的 。 
只 有 卷 积 型 楼 的 非 齐 次 第 二 类 伏 尔 特 拉 方 程 可 以 用 同样 
的 方法 求解 。 方 程 
GCx) = F(X) + K(x -$dy 
变换 成 
让 
因而 


p=(1- KK)-1j 
从 而 (Xx) 可 以 或 出 。 


例 5.12 
解 积分 方程 
p(XY =X 十 | er) dy 


es 1l4 。 


人 由 
因而 
下 =rl-(p- 7 wt 
=(1+—- rp : | 


上 
PAX) =X 十 Fe 人 
某 些 特殊 形式 的 积分 一 一 微分 方程 也 可 以 借助 不 这 个 方程 如 
解 。 下 面 以 鲁 说 明之 。 


例 3.13 Me 
解 积分 一 一 微分 方程 i 
由” (Xx) 十 | edy=1 人 和 
其 中 $(0) =0 及 内 (0 =0 | 
取 拉 亚 拉 斯 变换 ， 得 人 
pi$ +p$/(p—-2)=p-! 
及 no i i 
$ =p-*(p~-1)”? = - 
1 多 
p” 1 


bX) 三 XE — 2e” +X+2 4 
泸 们 也 可 以 求解 包 含 共 和 的 联 立方 组 。 考 开 由 下 面 * 

个 方程 定义 的 nn 个 函数 的 方程 组 
» lS 。 


$0 = 0 + DK)b dy (3.21) 
这 个 方程 组 前 拉 普 拉 斯 变换 是 
由 = 了 ,+ EK, 


、 这 是 具有 nn 个 未 知 函数 $ 的 n 个 方程 


例 3.14 
解 积分 方程 组 
bx) =1+ | body 
$2(X) = ez -| (200 
这 些 方程 的 拉 普 拉 斯 变换 是 
内 =p (人 十 由 ) 
$= (p~ 2)-1(1— 9,) 
因而 
pi= (PP-1)-1， $,= (p-1)-! 
从 而 
$1(X) =6,(x) = 
借助 拉 普 拉 斯 变换 卷 积 性 质 ， 可 以 处 理 的 别 外 一 种 类 型 
的 方程 是 齐 次 第 二 类 伏 尔 特 拉 方 程 ， 形 式 如 
X 中 作文 ) = | Kx-)60)dy (3.22) 
在 这 种 情况 ， 积 分 核 为 *'IKIx-y) ， 并 且 为 奇异 性 的 ， 还 
可 以 验证 它 既 无 特征 值 也 无 特征 函数 。 由 于 
| xe-rp (x)ax = 一 | eth(x)dx 
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因而 方程 G3,22) 可 变换 成 


d$ 一 一 
KF 


这 个 方程 需要 积分 。 显 然 ， 由 积分 产生 的 任意 常数 为 函数 中 
的 数量 因子 。 如 果 积 分 


| Fox- yet)ay 
存在 ， 则 方程 的 解 存 在 。 


例 3.15 
解 积分 方程 
xp(x) = | (1+ ae- Gx —y)dy 《3 .237? 
并 指出 ， 车 使 方程 可 解 ， ad, 让 写 人 A 的 取信 范围 。 
原 方程 的 拉 普 拉 斯 变换 是 ee 
~ Acp-! +atp ta)- 1 由 
久 而 


$=CTO)Ta)p ip +a) ; 
其 中 C 为 任意 常数 ， 引 入 工 函 数 的 理由 将 在 后 面 指 明 。 设 
W(X) = Xi1， 化 = 下 (入 )p-a 本 
U(X) = ex! v=T(Aa) (p+a)-* 
因此 $= wv， 准确 到 任意 常数 ， 积 分 方程 的 解 为 
P(x) = [uo yay 


可 以 看 出 ， 为 使 W(x)，v(x) 与 (x) 有 意义 ， 必须 ReA>0， 
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ReMa 二 0 。 因 此 县 有 正 实 部 的 任意 % 值 是 可 能 的 特征 值 ， 与 
之 相应 的 特征 函数 为 $(x)。 
借助 拉 普 拉 斯 变换 可 以 求解 的 另 一 类 积分 方程 是 
$x) = 了 (x) 二 和 | KCy—x)6(y)dy x>0 
它 的 求解 借助 于 下 面 的 结果 
(erax | Ky—*)b(y) dy = | Kawer du em0(y)dy 
令 x=y+u， 上 式 等 于 K( -p)$(p) 。 只 要 K( -了 ) 与 9(P) 的 
定义 域 为 整个 了 平面 ， 这 个 过 程 就 有 效 。 因此 ， 有 
Gp) = 了 (p) +ARC— p)GD) 
及 
$(p) = 了 Cp)/C1 -AK — p)) 
对 应 于 $9 的 函数 $(x) 称 为 问题 的 “ 主 解 ”， 这 是 因为 解 可 
能 不 是 唯一 和 解 。 事 实 上 当 积 分 方程 


6(x) =)| KG 一 209(2)63 C3.24) 
存在 非 平 几 解 时 ， 原 积分 方程 的 解 是 不 唯一 的 。 其 原 因 如 


下 ， 设 
Ex-1, n=y-!, K(y- x)=k(E,N), 0(X) = DE) 
则 积分 方程 (3.24) 变 为 
DE) = | (ED DD 
积分 楼 为 奇异 性 的 ， 所 以 特征 函数 不 存在 的 条 件 不 福 足 。 


例 3.16 
解 积分 方程 
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bx) =x + ee-ng(y)dy x>0 
显然 ， 解 不 是 唯一 的 ， 因 为 积分 方程 
由 (X) = "|e p(y)dy 


的 解 是 eee-iz， 只 要 Rex> 0。 这 个 解 可 以 称 为 余 函数 。 问题 
的 主 解 可 以 按 下 法 得 到 


K(x) 三 本 K(p) 一 


p+e 


车 Re(p+a) 盖 0， 上 式 有 意义 。 落 
Re(la—p)>0, 有 Rep<Reo (a) 

则 KK( -p) = (a-p)"! 有 意义 。 从 而 主 解 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
$=p ?+he-p) 1 : 

因而 

$=p:(p-a+h)-1(p-—ea) 

= (0 —A) Ap +a(le -Mp — MP-atA) 

于 是 主 解 为 
《一 入 )-2[ tato -Ax— he 1] 

老 
Rep>10 by 

及 Eo 

Re(p-a+\)>0, BH Rep>Re(a—Xh) (0) 

则 邓 存 在 。 若 Rea>0， 条 件 (a) 与 (0) 可 同时 成 立 ， 

时 存在 一 个 共同 区 域 。0<Rep 达 Rea 。 条 件 (0》 与 《c) 可 以 

同时 成 立 ， 假 者 : 
Reo>~>Rep> Re(a—M\) 


如 果 ReX 汪 0， 上 面 不 等 式 成 立 。 
因而 ， 车 ReX>>0， 则 一 (p) 与 $9(p) 的 存在 区 域 有 一 共 
同 部 分 
Rea> Rep>max!Re(a —\), 0} 
惠 实 上 ， 和 条件 Rec>0，Rex0 是 积分 


[eay, | eydy 与 上 eye byay 
置 3 


收敛 的 必要 条 件 。 因 此 积分 方程 的 解 可 以 写 为 
(a—h) -CN +tata AX + Ce 
其 中 C 为 任意 量 。 值 得 指出 的 是 ， 当 4 = 和 时， 上 面 的 解 无 意 
闵 。 这 时 方程 
6(x) = 入 | Erp oy)dy 
的 解 为 $x) =1， 只 须 ReA>>0 。 馆 求解 的 积分 方程 变 为 


Rep< Reh 
则 
K( -p= -pp) 
有 意义 。 
主 解 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
$=p +AN— pr) 


| 一 ph 
局 而 $b = 2 
由 此 得 
办 (X= 二 多 一 i 


s。 120 。 


币 对 Rep>0 有 意义 。 
因此 问题 是 可 解 的 ， 因 为 了 可 以 取 在 区 域 Rex> Rep>0 
之 内 ， 只 要 ReX>0 这 是 可 以 办 到 的 。 这 样 通 解 即 为 


p(X) = 和 一 + C 
其 中 为 任意 常数 。 


例 5.17 : se 
求 积分 方程 
BX) = A | eeseex- y)b(y) dy 


的 畦 征 函数 。 
虽然 可 以 将 这 个 方程 化 归 为 微分 方程 来 未 解 ， 但 还 可 以 
有 一 个 更 直观 的 途径 。 设 。 为 试验 解 ， 其 中 v 待定 。 则 


本 cosa(X-y)p(y)dy = [esete- er 


a Wd LE 
Vr 
因此 ， 只 要 
入 = 一 /yz +a3) 
积分 方程 就 被 满足 。 着 人 是 给 定 的 ， 上 武 给 出 Y 的 两 个 可 能 
值 ， 或 者 当 v 是 给 定时 ， 上 式 给 出 了 和 的 一 个 值 。 可 是 积分 
必须 收 伍 。 
由 于 


Cosa(X 一 y)6” = Cete- ia)yeiar 4 etvtioye- <] 
2 


收敛 条 件 显然 由 下 式 给 出 
。121 。 


Re(y— ia)<0, Re(v+ia)<0 
洛 & 是 实 的， 条 件 就 简化 成 Rev<0 。 


3.4 伏 尔 特 拉 积 分 方程 的 某 些 混 合 类 型 
(a) 与 阿 贝 耳 方 程 有 关 的 方程 
峙 殊 的 技巧 求解 。 我 们 已 经 知道 ， 了 网 贝 耳 方程 可 借助 拉 普 拉 
斯 变换 求解 。 事 实 上 它 也 可 按 下 面 的 方法 直接 求解 。 


1 = | -7404 本 | 


"Td | ee | 2 | 
J md oe to) te py 


站 ”de a 
= | ow dy) 一 z (3.25) 
可 以 证 明 ， 方 程 (G3.25) 右边 的 内 层 积 分 等 于 xcosecxa。 这 


ee sinax | fx)dx 
| 8)ay = | Es 


o (Wo— XX)! 


从 而 


singx 人 | 人” fix)dx (3.26) 


i 


可 以 用 同样 方法 求解 一 个 比较 复杂 的 方程 


{10 = 0<a<l, c<x (3.27) 


其 中 p(x) 是 严格 单调 增加 的 可 微 芍 数 ， 且 p (x) 在 某 一 区 
ss 122 » 


同 xo<c<x<aQa 上 不 为 零 。 著 虚 
| P (X)f(XJIGx 


es — D(X) 


-| p(x)b Vxdy 
<。 {p(s)— px) {PX 一 DJ 


志 


2 | 但 | - 让 p(x 
| so »| s {p(sS) — p(X)}! {P(X) 一 BO7)] 
= TCOSEC xj $ly)dy 
从 而 
Sinax 时 -|- ”POF Od 3.28 
gs) = 一 到 和 (3.28) 


这 是 积分 方程 (3.27)〉 的 解 。 可 以 指出 ， 当 积分 下 限 C 换 成 
-co 时 ， 上 面 的 方法 仍 可 应 用 。 为 外 ， 为 了 使 方程 相 容 ， 应 
有 ftcey=0 


例 3.18 
解 积分 方 各 
| $y)dy 
叱 三 se 
} (x 一 ?2 
因 满 足 相 容 性 条 件 。 
p(X)=X:, p'(X)= 2x#0, 若 x*>0 


于 是 i 和 工 d |- xdx 
p(y) = I i ) dy 本 Cy? x 


i | xcosz8d8 
(2/x) i cos 1 


作 变 换 
X= yeosd 
i 123 i 


3) =y 


例 8.19 
解 积分 方程 


g(x) = 放 一 Se2252 Ox 
4 (Xt 9 


g(X) = g(tX) GX<LA 


= B,C(X) 0 


limg (x) A limeg, (x) 


因为 g(x) 是 通过 积分 定义 的 ， 若 由 是 有 界 的 ， 则 它 必 连 
续 。 由 于 它 的 不 连续 性 ， 所 以 $ 将 包含 一 个 广义 函数 以 及 一 - 
个 通常 函数 。 方 程 的 形式 解 由 下 式 给 出 


a | E(x) 


Tay ; dx 


$Y)= 7"! em 
. 0 (32 一 Xx?)3 


d 『=z“s a 
= (2 ee sing )ag 
(2 /x) 0 | g(ysing) 


= (2/x) | g'Cysing)singd 
内 于 g(xX) 可 以 写 为 


B(xX)= g(xX){l -HxX—a)} +g,(X)H(X— 0) 
其 中 
H(x)=1 xx 
= 人 0 X < 
这 样 
se。 124 。 


BE'(X)=g1' (XC ~ HIX—-0))+g,'(X)H(x -a) 


toOXx- a){gs (xX) 一 SiCX) 


ysing=@, a= cosec !(y/a) 


于 
站 


| 0 
by) = (2/x) | g1' (YSING)Cl1 ~ H(Ysing ~ sina) ) 


+g2a'(ysing) HCYsing ~ sin a) 


+O(ysin 0— sina)Cg,(ysing) 
一 gli(ysin0)]sin6db 


= (2/T) [8 ‘(ysing )sindae 
全 


是 浊 生 : 
二 2/z)| gif(ySinb)Singdg 


t+(2/x)Lg (ysSina) ~- grysina)I(tana)/y 


其 中 用 到 了 下 面 的 结果 
[otf¢0) -fojae=tPo]- 
从 而 得 
by) = C2/z)| | gtysing)singa8 
十 1 g,' (YsinO)sinddg 


+ {ga (a) -8g1(0)}a/{y VY -| 
若 8 含有 更 多 的 间断 性 ， 可 按 类 似 的 方法 处 理 。 


例 5.20 
解 方程 


s 125 者 


dv 
|， $x,y)dxdy _ .三 f(x Yo) 


0 {Cys —y)  — (Xo 一 X)233 

其 中 也 是 由 直线 y=0，x 一 xo 士 (yy。)=0 围 成 的 直角 三 候 
形 区 域 。 

虽然 这 个 积分 方程 包含 了 两 个 变量 ,但 证 ， 1 要 作 适 当 的 
变量 代 换 ， 它 可 以 借 助 于 本 段 的 方法 求解 。 下 面 的 关系 式 给 
出 这 个 提示 

(yo— yy (Xo 一 X)2 二 (0 十 Xo YX Ye — —y—x) 

令 


E=X+y, 有 三 了 一 区 9 Ej 二 Xo Ves 人 二 5 一 


则 
OE NY) 1 XY) 2 
Bxsy)y 2 EN 
y=0 变 为 +1=0 
X=-X9+y 一 Y=0 变 为 人 = 站 
xX-%0 一 y+Yo=0 变 为 S= 5 
这 样 


xy)Gxay 

D { (yo 一 y)2 一 (xs 一) 生 、 

2|| P(EéMAdédn 
TE) (人 — 1 2 


下 (Eoy 人 1) ) = | 


其 中 4 为 由 三 条 直线 
E+1=0, E= 60 N= 

所 图 成 的 直角 三 角形 区 域 。 且 
DE,N) = PX,Y) 
FE ) = 1 (X00) 

se 126 。 


ET 和 =， Eo=0, 人 = 月 
岳 图 成 的 直角 三 角形 区 域 ， 则 
| | dd | PEMDAédy 
4))a, cme) BN) 4cE, EC, -Dy 
Ne | | i 
‘oa EB- 17)? 
可 座 验 证 ， 四 重 积分 可 瑟 为 


了 | es， a er 


| - an 
Cr(B- 二 _ 人 人 
= 也 | | @ ,pan 


a 
由 此 推 得 
和 站 FEo so dé dro 
Ba,B) = (8/ 下 2) ————- | 0 
Oa0B JJ Cor- E&) (Bh) 

人 =H+Y, 及 = 一 区 
天! 

_0 .1 区 这 _o\ 

Ba08 4d4\ov: ou 7 

可 见 a ow 

ov, v) = dU OW | 


其 中 BUY = | f (Xo Yo)dxodyo 
Dy CV-Y0): — (Ux) : 
责 卫 ,是 芷 xoy， Yo 平面 内 由 三 条 育 线 Y=0, Jo 一 4 士 (Xo 一 号) 
=0 所 围 成 的 区 域 。 由 a，B 到 u,v 的 变换 正好 是 从 (*， 
» 127 .。 


y) 到 个 , 们 的 变换 的 逆 。 


例 3,21 
如 积分 方程 
| -wig d=2 a>l, 8>0 
- 中 
这 个 方程 确实 可 异 助 拉 普 拉 斯 变换 求解 ， 但 是 ， 任 页 免 的 驶 
察 也 可 得 到 解 。 党 & 是 整数 
位 时 
| (0x 一) $y)dy 
若 不 游 计 常数 因 子 ， 它 是 国 数 由 的 ac 次 积分 〈 附 孙 上 4) ， 并 
有 是 不 壮 虚 向 数 因子 ，z 的 a 次 积分 是 xX” 。 所 以 者 4 是 整 
数 ， 这 个 积分 方程 的 解 不 考 虚 当 数 因子 则 为 ““， 这 里 
at+rp= 上 
这 就 提示 我 们 去 寻求 形 如 Kx "的 解 。 背 人 复 存 在 ， 它 将 
是 唯一 的 。 这 内 


六 是 
其] (x-y) ly "dy= 2 
而 


心 


则 行 
| (] ty lr dr = 
丁 丽 
N=rBa-1,8-a+1))"! 
其 中 五 是 贝塔 〈Eeta) 国 数 。 
(b》 非 线性 伏 尔 特 拉 方 程 
在 3.2 节 中 ， 讨 论 了 关于 未 知 函 数 上 是 线性 的 伏 年 特 拉 
声 128 种 


型 方程 迁 代 解法 的 可 能 性 。 借 助 于 微分 方程 理论 中 熟知 的 皮 
卡 (Picard)〉 方法 ， 这 些 思想 可 以 应 用 于 求解 第 二 类 非 线 性 
伏 和 尔 特 拉 积 分 方程 。 洲 虑 微分 方程 


dp _ 
BX) (3.29) 


满足 在 x=a 处 $=b 的 解 。 这 个 微分 方程 满足 相应 的 边界 
条 件 的 求解 等 价 于 积分 方程 


dEX) 三 已 十 | .gfx PX) dx’ (3.30) 


的 求解 。 它 的 解 可 以 通过 如 下 定义 的 函数 序列 (x) 而 得 
到 。 


bolx)=0b . 

四 ,(X) =b+| g{x',(x") Ja (3.31) 
现在 车 虑 第 二 类 伏 尔 特 拉 方 各 

p(X) = (xX) +A | Ftx,y,80)}dy (3.32) 


方程 (3.30) 是 方程 (3,32) 的 竺 殊 悄 形 。 构 造 一 个 函数 序 
列 $,(X), | 
$lX) 一 f (x) 


和 (= 了 (xz 二 和 | Fx,y,$,-1 Cy)}dy 


的 特征 函数 。 由 于 问题 的 非 线性 性 ， 当 然 可 
数 ， 但 是 由 于 这 个 序列 过 程 的 特性 ， 却 只 能 
现在 我 们 考虑 f (x) 为 非 零 的 一 般 情形 ， 


收 到 下 中 。 有 两 个 问题 需要 考虑 ， 第 一 ， 这 个 序列 是 收敛 的 
吗 ? 第 二 ， 如 果 这 个 序列 收敛 ， 它 收敛 到 积分 方程 的 解 妈 ? 
我 们 将 证 明 这 两 个 问题 的 回答 在 某 一 区 域 

|1x=-ail 和 ao |y-al<a, |$- fa) | 二 
工 是 肯定 的 。 其 中 ,8 为 正常 数 ， 只 需 

[FI<M (3.34) 
以 及 

| F(x,y,$) — Fox,y pa) <K 的 4 一 和 al (3.35) 
其 中 和 M 与 KK 为 正常 数 ，x,y ,由 4 与 $98 恰好 荡 在 指定 的 区 域内 。 
出 于 - 

$b (xX) = f(xX) + | Fx,7,f(9)}dy 


kl 
po) -oO = | Fx,y,f0%}dy |<1x*-ad MEMo 


B20) = GC) =|| CF(x, ys G1 (7))} — PEx,y, Go))I dy 
<|! F{x,y,$(y)} -FP{x,y,$(y))} dy 
< 人 大 bi(y) ~ bo(y)| dy 


于 -Ni 
三 | KM ly 二 | dy 二 KM 


KM pe 
类 似 抱 
| BX) 一 由 -if < MK" (3.31) 
这 样 无 穷 级 数 的 和 


。 13U 。 


太一 
三 M+ Di MK = KtMer 
LL 


所 以 这 个 级 数 是 绝对 收 敏 的 。 因 此 得 到 序列 

中,(X) 一 由 (Xx) 十 (bz) 一 由 -1(X)] (3 ,38》 
是 绝对 收 化 的 ， 因 为 它 的 每 一 项 由 ,(#) 一 由 -EX) 说 一 个 绝 
对 收敛 的 序列 1 四 (>x) -由 -xz) | 的 相应 项 所 控制 。 所 以 第 
一 个 问题 得 到 了 肯定 的 回答 ，。 


余下 的 问题 是 证 明 序 列 $,(x) 确实 收 仇 到 积分 方程 的 
解 。 令 


省 *(X ) = ling, (x) = $0(X) 2 {PCN) 一 由 -ICX) | 
函数 由,(x) 是 连续 的 ， 而 $8*(x) 是 由 连 经 国 数 由 (x) - 
争 ,.-1(x*) 构成 的 绝对 收敛 级 数 所 定义 的 ， 从 前 面 给 出 的 收 伍 
性 的 证 明 可 以 看 出 ， 这 个 级 数 也 是 一 狼 收 化 的 。 所 以 四 *(x) 
是 连续 的 ， 且 当 训 增 大 时 ,四 *(X) 一 由 (2x) 一 致 地 趋 癌 于 雪 。 
进而 
[F(x yb* Cy)} — FX, yb y)} [<E| gb* — @, | 
故 
|f cptxsy,6* 6)} -Eco 四 
特 一 致 地 趋向 于 零 。 这 样 方程 
(XxX)= T(x) ~* | F(x,y, 8ndy (3.39) 
鸥 极限 是 
$B*(X) = fCX)+ | Flx,y, ,6* (7)}dy 
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因 之 ，9*(x) 加 为 所 娶 求 的 积分 方程 的 解 。 
对 于 jx) 为 堆 的 情形 ， 蛙 征 国 数 的 第 一 次 近似 为 
pCx) = Frx,y,0)dy 
余下 的 过 程 同 前 。 


例 5.22 
求解 积分 方程 
1] +h(Yy) 


) 三 i 
A) | 上 十 入 


下 而 将 拓 出 ， 在 x* 夸 -1 这 个 方程 是 无 意义 的 。 按 下 面 
的 方式 生僻 渤 数 扩 列 


0 l+y 


* 1 +log(l +») 二 


"1. “1 PP 

二 

jn 
让 


这 个 证 列 的 一 各 项 为 
logCl 4+xX)) 


Ns 
ht = 忆 3 


= [log(l + XX) 
Rs 0 k 二 
办 *{X] = lin@n( Xx) = ™' 本 
Sl 本 


= EXD{IOg(I +x)}—1=x 
可 以 验证 ， 这 确 是 原 给 积分 方程 的 解 。 估 得 指出 的 是 ， 收 统 
s。 132 。 


条 件 是 满足 的 ， 因 为 在 


| x |<a, | 3 |<a, | $ |<B 


时 有 
1 十 由 1+B 
1+y | 一 二 al—d<l1 
以 及 
lr+rps_ li+9 
| ee | < 一 证 


故 当 |x | 过 1-6 生 1， 收敛 条 件 是 满足 的 。 
可 以 很 容易 地 证 明 ， 积 分 方程 


p(X) = 到 dy Re 人 0 ， 
的 解 是 
pbx) = (1+x)*—1 
练 习 
1。 分 别 就 > 寺 B-a 与 和 =8-a 两 种 情形 求 积分 方程 
由 (xX) =e +h | ea 0<x 


的 解 (Xx)。 (Walesy 
2。 求解 积分 方程 


dx) = 2cosax + | Cx~t) Gdt x>0 CWales) 
3。 证 明 积分 方程 
p(X) = 人 | ChAcxj/hAc)340)ay+ f(x) xE0 
的 解 为 
$2) =1(x) 44) CA /AY) I dy 


a 


彼 定 对 正 的 x，A(x) 非 零 。 
4。 求解 积分 方程 
| expk(x -bdy= siNDx X=0 
分 别 束 a 专 1 与 a=1 的 情形 求解 积分 方 架 
| cosh3(x—y)G(y)dy =1 一 COSIX X 芝 人 


6。 证 明 积 分 方程 


| Bex -WG(Y) -2dy=x(e-" 1) x>0 

的 解 是 1 土 e* 

(， 求解 积分 方程 

[ni60)dy=* x 这 
。 求解 积分 方程 
| eosalx -7600ay =sinox xz0 
求解 在 1.2(p) 节 中 讨论 过 的 积分 方程 
A=AK(t) + | KGt- Decnar 1>0 


当 未 售 出 的 货物 的 比例 其 (t) 为 


(a) exp( - at) (b) 1 ta 
ta 


并 解释 为 什么 在 这 个 问题 中 相 容 性 条 件 是 满足 的 。 
10。 设 p(x) 是 一 个 正 的 单调 增加 可 微 函 数 ， 并 且 在 某 一 
区 间 a<x<b 上 有 非 堆 导 数 。 证 明 积 分 方程 


(Xx) = | 一- <x<h, 0U<a<l 
I) {p(y) — p(x): 


外 
而 


Oe 


cD 
二 


的 解 丰 
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点 I 
(y)= — nisin | 
py) -x naxl| {p(z)P(7)) 


f(x) =*| 一 2 x>>0 
02 一 2 


而 
g(y) = — (2/x) ( eos’ (yeoshz)dz 
12. 证 明 积分 方程 


由 (x) = 入 | 一 2 ”由 (td 地 


= (Rn—1)1 


的 特征 函数 为 exp{ -X"x}， 并 说 明 特征 值 的 范围 。 
13。 证明 方 程 


G0 = 和 | Cit Bd x=0 
和 


的 一 个 可 能 的 解 是 $(X) =x*， 并 求 相 应 的 和 \ 值 以 及 4 与 的 


可 能 取 值 的 范围 。 
14。 求解 积分 方 各 
x| 一生 2 站 bxea 
ye) 2! A 


15。 利 用 迭代 方法 解 积分 方 生 


* 工 十 [由 (7)]- | 
d(x) = | dy XxX 这 


16。 解 下 列 积分 方程 组 
路 (X) = 工 一 | 由 4| eg (9)dy 
丰 0 
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二 -| By-xb (Yay +| bdy x>0 
0 疾 
17。 求解 积 分 方程 


$b(X) = sinx 二 ceosx + 2 | COSC(X— yO Yd 


并 验证 求 得 的 解 的 确 满足 方程 。 
18. 求 积分 方程 


pxy = [sine(x -ydy 
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4. 积分 方程 与 变换 


4.1 初步 知识 
假设 T 为 某 一 线性 算 子 ， 当 它 作 用 于 定义 在 区 域 D 上 的 
尔 数 F 上 时 ， 得 到 定义 在 区 域 A 上 的 函数 了 。 即 
f=TF | (4.1) 
假设 S 是 另 一 个 线性 算 子 ， 当 它 作用 于 定义 在 区 域 4& 上 
的 函数 了 上 时 ， 将 它 变换 成 定义 在 区 域 D 上 的 函数 F。 即 


F=Sf (4.2) 
方程 (4,1) 与 方程 (4.2) 皆 称 为 变换 。 将 它们 结合 起 


来 给 出 J=T5f 与 F=STF (4.3) 
因此 ， 可 以 称 了 为 S 的 逆 变 折 ， 反之 亦 然 。 

应 用 于 积分 方程 如 下 所 述 ， 当 IT 为 某 一 积分 过 程 (一 个 积 
分 变换 ) 则 积分 方程 (4,1) 的 解 F 由 方程 〈4.2) 给 出 ， 即 
借助 于 逆 变 换 给 出 其 解 。 这 样 的 逆 变 换 不 一 定 给 出 唯一 的 结 
果 ， 因 为 可 能 存在 一 个 D 上 的 函数 G 使 ”TG=0。 

在 这 一 章 中 ， 将 给 出 一 系列 利用 不 同 变换 的 过 程 的 实 
例 。 我 们 总 是 假 讽 所 考 虚 的 函数 满足 使 算 子 有 意义 的 适当 的 
条 件 。 在 一 般 情 况 下 ， 我 们 将 不 给 出 详细 的 证 明 。 朋 关 积 分 
变换 的 公式 以 及 它们 的 逆 变 换 的 表述 式 可 参见 参考 文献 4。 
- 例 4.1 : 

设 F 为 定义 于 某 一 区 域 上 的 有 量 。 设 T 是 一 变换 ， 它 将 所 
.有 的 FF 变换 成 定义 在 同一 区 域 上 的 量 的 集合 TF。 设 T 使 

» 137 »。 


TF= T(TF}Y=F 
对 及 有 成 六。 求解 方程 
《a) $=AT9 A 为 一 煞 
(b) b=ATH+! 
其 中 也 定义 在 同一 区 域 上 。 
仿 
$=u+uTu 
其 中 是 一 个 待定 的 数 ， 而 是 定义 在 同一 区 域 上 的 某 一 
基 。 
在 〈c) 情况 下 
w+ HATH ATIut HTH) 三 入 HU 十 TH 
其 解 为 
=A， ML=1,。 uw 任意 。 
所 以 
和 = 土 1， $=UuUt Tu 
给 出 了 一 个 形式 解 ， 只 需 算 子 Tu，T(Tw) = Tw 是 合法 的 。 
在 〈b) 情况 下 
Th=MTH+ATF=M + ATF 
因而 
mx1-Xs) =f + AT 
只 需 ”入 夫 1， 算 子 就 是 合法 的 。 


4.2 傅立叶 识 分 方程 


若 fx) 为 连续 函数 ， 则 
i Sa 
fx) = | eXF(0) dD (4.4aY 
其 中 
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Ek 了 下 
moo | e~ioxr (fx! Jdx C4。4b) 
方程 (4.4b) 给 出 了 关于 F 的 积分 方程 (4,4a》 的 解 。 反 之 亦 
然 。 若 f(x) 为 实 的 , 则 可 利用 sinox 的 奇 性 质 与 cosox 的 个 性 
质 ， 使 下 面 的 结果 成 立 ， 若 


4 ds 
f(xX) ={ 二 ) | CDOS0DX 少 ( 林 )00 Ox (4.50) 
时 和 
出 | 
2 
dio)=( 二 ) | cosmxf (x}dx 0<m (4.5b} 
(名 ) 与 (Xx) 相互 为 余弦 变换 。 
若 ee 
f (x) =( 三 ) | sinaoxbto)do 0x (4.6a》 
则 了 
(OD) =(=) | Sihewxf (Xx) dx U0 (C4.6b) 


4(o) 与 (xz) 相 互 为 正 芒 变换。 可 以 看 出 ， 这 两 个 变换 都 汉 
足 例 4,1 的 条 件 。 


例 4.2 
解 积分 方程 
a = | cosmoxp (om)do (a >0) 
2 {” acosnx 
(Hm) - =| 0: 十 x 


1 “ iaer dx 
= 2rij.» OQ2+X? 


1 


这 是 因为 Sinox 是 x 的 奇 国 数 。 
借助 于 复 变 函数 积分 和 的 计算 方法 ， 得 
$m) =e", 由 全 0 
例 4.3 
求解 积分 方程 
$lX) = )| cosoxdda 


显然 ， 是 x 的 偶 函 数 。 因 此 只 需 对 正 的 x 求 解 足够 了 。 为 了 
得 到 关于 全 部 Xx 的 解 ， 只 要 用 |x1 代 替 x 即 可 。 
因为 余弦 变换 的 逆 是 另 一 余 强 变换， 建议 寻求 下 面 形 式 
的 解 
p(X) = 局 (2X) 士 站 (7X) 


其 中 
2 NE" 
V(x) = Ei COSDXU (0 ) 0 
i 0 
于 是 


U(x) + a coswxU (@)do 
省 cosox|U (©)+ (2) cosotU( tyat |do 
"| cosoxU (@) do + (Ewe 
如 果 入 = 土 (2/z)2， 上 式 是 成 立 的 。 


所 以 ， 对 应 %= (2/x) 存在 一 个 解 U(x)+ V(x)， 而 对 


应 入 = (2/7 六 存在 另 一 个 解 U(x) -V(Xx)。 只 要 所 有 的 积分 
存在 ， 这 些 解 就 是 有 意义 的 。 由 于 U(x) 为 任意 函数 ， 故 对 
于 两 个 特征 值 X = 土 (2/z) 2 存在 无 穷 多 个 特征 函数 。 
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例 4.4 
求解 积分 方程 


bx) = 1x)+ A(=)) cosxyp (yay 
才 和 = 土 1， 由 例 4.3 知 ， 方 程 通常 无 解 。 


寻求 类 似 例 4.3 中 得 到 的 解 ， 可 以 借助 取 原 方程 的 变换 来 实 
现 。 


z (= | cOSxX? 几 (7)d9 = (三 六 -oszyi (y)dy TAX 由 (xD) 
从 而 得 | 
(X08(x) = 60 +A(= | cosxyf (dy 


只 要 积分 收 做， 这 个 解 就 是 有 效 的 。 阁 1 -和 =0,， 并 且 f (x》 
是 满足 


f(xX) + "(| cosxyf (y)dy=0 


的 一 个 函数 、 由 此 推 知 ，$(x) 可 以 是 使 积分 收敛 的 东 一 范 
数 。 
例 4,5 

求解 积分 方程 


$x) = 入 | eioxg(@)do 


dx) =UCxX) + V(X) | 
1 * 
V 一 ei d 
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U(x) + | | eicxU(o)do = 和 | ”etiexU(D)aa 
Vv 27 二 = 晤 
A | | rie 陡 "ny 
+ 一 一 -一 el da| cei”U(y)d 

AAA 2 eS y 出 
二 所 := 十 1 这 村 
3 : = ww 2 得 1 

U(x) Re | ~ ei?xde | eiwU(y)dy (A) 


然而 ， 这 不 是 傅立叶 积分 公式 。 尽 管 如 此 ， 若 0 是 偶 的 
| - eiwU ly)dy=| - (ei + 2isinoy)U (YY) dy 


| oe-iwU(y)dy 


出 方程 (4》 被 任何 偶 函数 U 所 满足 。 于 是 转 征 值 是 
+1/w2x， 与 之 相应 的 特征 函数 为 U(x) 寺 V(x)。 
例 4.6 
求解 积分 方程 
gx) =fCO+A K(X 一 7) 由 (3?)09) 
设 大 写字 母 表 示 傅 立 叶 变 换 ， 即 


本 1 a 二 .而 
F(@) = | ei xf (x) dx 
ww 2 -= 


则 | 

由 (ao) = F(0) + v2nAK(0)S( 0) 
捕 而 
。” 生 42 电 


ww 2 | 
plo = | + <x AK(O) ]F 
eh 
1 ” ein*K(@) 
FE | ee 
| Vv 27 dd-ml-v 2x AK(w) E 
从 而 


Dx) = jx) + | L(x-y) fdy 
必须 认识 到 ， 这 个 解 只 是 主 解 。 在 一 定 条 件 下 祭 函 数 可 能 在 
在 。 洲 用 
D(x) = k(x—y) dy) dy 


-+| ~- Kujbtx — udu 


1 = "| ~ kluye-"*du 


显然 Ee” 是 一 个 解 。 者 @ 给 定 ， 上 面 的 积分 收 伐 ， 它 
定义 了 一 个 特征 值 X。 车 积分 不 收 伐 ， 则 不 存在 特征 值 ， 因 . 
而 也 不 存在 相应 的 特征 函数 。 换 名 话说， 若 人 给 定 ，( 可 能 》 
存在 一 个 a 的 超越 方程 ， 并 且 可 能 有 多 个 特征 函数 。 

可 以 指出 ， 形 式 为 | 


由 (X) = f(x)+ 上 k(x/y)$ (ydy)y 


的 方程 ， 能 借助 变量 代 换 X=e*, Y=e", 将 其 变换 成 上 面 
所 讨论 过 的 方程 形式 。 
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例 4.7 


求解 积分 方程 
ra a By 
令 x= ee， y=e, WE)= e 二 由 (x) 


V8)=$ | sech 3 (EDHUDAn 


= 了 | sech 地 WE)an 
令 
P(E)= CE * 
= 六 | sech= ne™"?dn 
而 & 必须 是 这 个 方程 的 解 。 为 使 积分 收敛 ， 所 有 可 能 的 2 必 
须 落 在 区 域 
1 1 
yhe a 
内 。 利 用 傅立叶 变换 ， 可 得 


1 = nN\secaa 
所 以 ， 若 e 是 它 的 根 ， 则 -a 也 必定 是 它 的 根 。 z 
值得 指出 ， 者 和 =x ' ， 则 a=0 是 重 根 。 事实 上 ， 可 
以 得 到 关于 y(&) 的 方程 的 解 为 
pe)=1, we)=E. 因此 
G(x) = e sey(E) 


本 其 中 & = sec-， 《T 和 ) 
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(4A+ 了 Blogx) 注 Mx=1 
例 4.8 
求解 (t) 的 积分 方程 
fxz)=| k(x— tpt)at 
和 例 4.6 完全 一 样 ， 可 以 证 明 主 解 是 


1 (” F(@) ,iox, 
PN | Re 


只 要 这 个 积分 是 有 意义 的 。 可 以 看 出 ， 如 果 
0 -| - ku)e "du 
则 存在 一 个 余 函 数 e“* 
例 4.9 
求解 斯 蓝 尔 吉 斯 (Stieltjes》 积 分 方程 


-oy BD) 
f(x) | oy 


令 
x = ef， y=e, 638J(x) = p(E), ei g(y)= qn) 
则 积分 方程 变 为 


2[™ gmdn 
P(S) = | Zeosh 了 (二 一 让 


由 例 4.8， 且 借助 复 变 积分 可 得 
q(é)= -2 [7(Erin) + pe -in) | 
=- 
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必须 指出 ， 这 里 的 各 项 应 当 在 复 变量 的 意义 下 来 理解 。 
例 4.10 (斯 蒂 尔 吉 斯 第 间 题 》 
确定 f(x)， 使 得 
| % (XGOX= (HH=0,1 ,su ) 


于 列 iC,} 是 某 一 给 定 的 数列 ， 具 有 使 级 数 


Cy on 
oy (C21) 
收 令 的 性 质 。 
oy Cl) XUE | ee 
C(u) -| f(x) 过 ~ | f (x) CoOSuU vw x dx 


=2 | yf(y*) cos uy dy 
让 


它 的 主 解 站 
| CE cos wy du 
To 


如 果 C。 不 取 适 当 的 形式 ， 例 如 ， 
全 ,二 Cu) = coOsu 
则 主 解 可 能 是 广义 函数 而 非 通 当 的 函数 。 形 式 上 有 
2yf(y’) = 0(y ~- 1) 
需要 指出 ， 这 里 解 是 不 唯一 的 ， 并 且 余 国 数 存在 。 这 是 
因为 


| wre-xreosmsin(xrsina)d x= p17 ( )sin (Se 


车 4>0 与 0<a< 也 
令 =Hr， 1 为 整数 ， 关 系 式 
ds 


op 由 
| Xe * OMT sinCx’singx)dx=0 
a 


对 所 有 满足 0<k< 三 ”的 成立， 并且 当 0<h< 于 时 


op-% cosK 


“sin (x"sinur ) 为 余 阔 数 。 


4.3 ” 拉 普 拉 斯 积分 方程 


在 3.3 节 中 ， 已 经 讨论 了 某 些 积分 方程 (着 积 伏 尔 特 
拉 方 程 ) ， 它 们 可 以 借助 拉 普 拉 斯 变换 求解 。 还 有 一 些 积分 
方程 也 可 以 利用 拉 普 拉 斯 变换 的 理论 来 求解 。 最 直接 的 应 用 


就 是 使 用 逆 变 换 。 
若 f(t) 由 积分 方程 
FCD = 全 er! CE)GE (4.7) 
扶 定 义 。 则 
1 fertie 
f(t)= 二 | 风 eP!F(p)dp (4.8) 


其 中 c 是 某 一 实数 ， 它 大 于 所 有 F(p) 极点 的 实 部 。 方 本 
(4,7) 表 未 拉 普 拉 斯 变换 ， 而 方程 (4.8) 表示 拉 普 控 斯 省 

变换 。 关 于 这 个 逆 变 换 的 论述 在 很 多 书 中 都 有 ， 所 以 下 面 仅 
给 出 一 个 初等 重子 .我们 将 会 看 到 ，t 为 负 值 时 函数 (1) 没 定 
义 ， 因 为 在 方程 〈4.7) 右边 的 积分 是 在 [9,co) 上 进行 
的 ， 所 以 合十 的 所 法 中 古人 CE 1 值 。 
例 4.11 加 
“ 求解 积分 方程 总 各 用 1 

| 2 -| A 
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下 i - 一 二 门 
如 “十 力 2 人力 一 0 p+ai 
取 c>a， 则 
1 feriw 1/ 1 i TY 
f= er I je 
Et) | 让 号 L 21 和 家 ptail, 


由 复 变 积分 的 计算 挫 得 


i 
fet) Se 加 ein! )= sinat > 
tt 


4,.4 人 尔 伯 特 变换 


二 ， 
条 ECU) = -| TE (14.9) 
则 | 
1f-= 
f(x) = =| ee (4.10) 


称 8 为 了 的 希 尔 伯 特 变换 ， 而 了 为 8 的 希 尔 伯 特 逆 变换 。 
方程 (4.10) 的 解 为 (4.9) ， 反 之 亦 然 。 我 们 还 记 得 ， 解 
不 必 忆 是 函数 ， 它 可 以 是 广义 函数 。 积 分 方程 的 求解 ， 采 用 
下 面 的 途径 之 一 ， 可 能 是 方便 的 。 考 不 方程 (4.9) 


上 lim( ”fx)dx 
oes | 


= lim5 | dz (4.11) 
pm Ni 一 村 


其 中 C 为 z 平面 上 的 一 个 通路 ， 它 包含 实 轴 由 x= -RR 到 
%= 及 的 部 分 ， 以 及 中 心 在 原点 半径 为 R 的 半 圆周， 并且 取 
邀 时 针 方 向 。 上 式 最 后 一 步 成 立 的 条 件 是 对 充分 大 的 R， 有 
f(z) = 0(1)。 利 用 复 变 积分 的 计算 方法 ， 可 得 
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有 (到 ) = 2i|10) + FEr (Xa) (x —W)~!+ 2:7 (78) 


x (zg-t) ~] (4.12) 
r(xu) 表 示 函 数 1(z) 在 实 轴 上 的 极点 x。 处 的 留 数 ， r(za) 
表示 f(z) 在 上 半 平 面 的 极点 Zp 处 的 留 数 。 表 达 式 (4.11) 也 
可 以 写成 另外 的 形式 
1 im | -fH ox 

-及 “= 


利用 附录 4 的 结果 ， 它 变 为 
1 TI TO 一 (UL 7 oof R-—u 
| | -art few)los (RF) 


= | fax 


TTI-m 光一 了 


(4,13) 


因为 已 经 假设 在 x=u 队 过 Cf (x) -了 (w)I/(w 二 w) 是 有 限 的 ， 
所 以 这 个 积分 变 成 一 通常 意义 下 的 积分 。 
第 三 个 方法 如 下 。. 可 以 写 出 


4 | “fdx Lf (& 4 
a XX 


NJ- XU 2x 


= 驳 | 


最 后 两 项 的 称 分 从 在 一 起 此 零 ， 这 是 因为 被 积 函数 
x-1[f (w+ x)+f(w+Xx)J 是 x 的 奇 孜 数 。 因 而 得 
uy MM f(u+x) — fu— Xx) 

gE(UW) = 元 | 二 ee -和 (C4,.14) 
由 于 fu+x)+jJ(u-x)] 在 x=0 处 是 零 ， 这 个 积分 为 通 
常 意义 下 的 积分 。 它 可 以 用 通常 的 方法 计算 ， 例如 围 道 积分 
法 。 
例 4.12 

求解 积分 方程 
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并 工人” g(udu 
0 二 MX |. ~ (a>0) 
| 国 dx 
| 外 et 
St |- (a + xX) 《一 下 ) 


为 了 计算 积分 将 被 积 函 数 写成 


1 1 _ Ax+B ,| C 
02 十 X2 x—u alt+x? x 


积分 又 可 写 F 


a 由 二 时 | i 
| = tim | +| 
ee 二 一生 = 县 号 再 晤 


用 通常 的 方法 可 以 计算 积分 ， 但 我 们 这 里 采 有 前 面 已 经 讨论 


过 的 方法 。 


函数 ”f(z) =1/(z?+a*) 在 上 半 平 面 有 一 个 极点 z= 


ai， 在 实 轴 上 无 极点 。 第 一 个 方法 给 出 


Wo 2 
Sk 7 Tr er 


第 二 个 方法 给 出 


二 A 1 1 dx 
so lim| | ( 二 -| 
A 并 PE ap NG2 十 X2 人 2 十 可 2 x-—u 


1 1 | e+ 
= i lim | TU # 
NN 站 2 十 于 2 pam J-rna2+u? 


” 
i uu im | dx tu 


ne 一 一 
开 站 2 十 可 2 Rom J- O02+ Xx? 27+: 


积分 的 第 三 个 方法 是 


(UW) = 1 | 下 
EMT sr) Iamtx)i al— ux) id x 
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也 | ”lx 
TJ- Lait(Wt x) ICarr (ux) 
= -du lim Li{. dz 
Ro 271i e Ca (CU+Z)2ICos+ (uw-2)2) 
c 是 z 平面 上 由 实 轴 从 -R 到 R 的 部 分 以 及 半径 为 R 中 心 在 原 
所 的 半 贺 周 所 组 成 的 取 逆 时 针 方 向 的 末路 。 在 上 半 平 面 的 极 
点 是 


Z=u+ail 与 =—U+ai 
从 而 得 
. 1 1 
| 
ER I a | 
_ 
a?+wu? 
例 4.13 
求解 积分 方程 
1 1[” sdy 
0+X NT Jj-» 区 一 
其 中 a 为 实数 。 
容易 看 出 ， 
g(Y)= ~ AO(Y+ a) 
是 方程 的 形式 解 。 


4.5 ”有 限 希 尔 伯 特 变换 
沙 虑 国 数 g(W)， 它 由 下 式 定 六 


1 素 包 fx) 
= -一 Eee 人 ub 
ECU) re | i 所 dd 


称 EC 为 1(x) 的 有 限 希 尔 伯 特 变 换 。 
» 15]1 = 


显然 ， 通 过 变量 代 换 总 可 以 化 为 比较 对 称 的 形式 
EUD= | -Oo -1<u<l1 .15) 
虽然 逢 尔 伯 特 变换 与 有 限 希 尔 伯 畦 变换 之 间 只 有 表面 上 的 很 
小 兰 汉 ， 但 求 道 的 方法 却 大 为 不 同 。 
设 
X = C0sg, 以 = COSO 
通过 这 种 变量 代 换 ， 方 程 〈4.1?) 相 为 


全 ficost)sing 0 4 1 
gcosb) = 二 | 0 <0 (4.16) 


正 是 这 种 变换 的 形式 ， 给 出 了 求解 方程 的 提示 。 
首先 ， 注 意 到 若 几 为 整数 
1 -1 六 cosngbddy | cosnpdgp 
"XT Jo cosd—cosg 2x J-: cosph— Cos 


nt 


= SINNDcOsSech 

土 式 可 借助 于 变换 5= eis， 并 沿 着 圆周 16| = 1 积分 而 得 。 
范 谍 Ti 一 可 得 出 

1 _ (sinagsingdd _ 


— COSNO 


还 应 指出 ， 任 何 一 个 分 段 连 续 的 函数 可 以 表示 为 在 《0,r) 
于 的 正 总 级 数 或 余 嘴 级 数 。 


令 


下 (中 ) = 由 Y a.cosng 
时 1 


出 


| -= 5 a,.sinngcosect 
= 


Xje cosg- cosg 


这 样 ， 大 


G(0)= 说 b sinng C4.17) 
| 
即 
2 
b .= 二 | G(b)sinngd8 
并 
就 推出 积分 方程 
1 far Rb)ag | 
|， (9)eneo pe 
的 解 为 
F(6) = 3D + Sib sinng (4.19) 
1 二 本 表 


这 可 由 比较 系数 a,=b,， 当 n>0 时 而 得 ! 而 b。 为 任 
意 站 . 
同时 还 有 


-| G9)sin9de 1 全 3 bsinn Osin9d 

而 有 om 本 同业 有 

NJo Cos -cosgp 下 JJ os cogB 

= 
蔚 和 


= bo -Fb)= 二 | P(b)d(9) -EY) 


故 
1 1[** G(b)sin6db 
DAN |. eg | » cos0—cosp 


方程 4.20) 右 端 的 第 一 项 说 明 F 中 含有 一 任意 常数 ， 素 实 
上 这 一 常数 是 F 在 它 的 定义 域 上 的 平均 值 。 由 此 可 见 ， 关 于 


sa。 L193 。 


(4.20) 


未 知 冰 数 F 的 积分 方程 (4.18) 的 解 由 方程 4.20) 给 出 。 反 
过 来 ， 关 于 C 的 方程 (4.20) 的 解 由 方程 (4.18) 给 出 。 下 面 求 
解 方程 (4,15》。 若 
Fb) = F(COS x) = ] 一 X2 f(x) (4.21) 
G(0) =G(cos-lu) = 1 —u?g(u) (4.22) 
则 方程 (4.16)》 与 〈4.18) 是 等 价 的 。 因 而 从 方程 〈4.20) 
可 得 出 方程 (4.16) 的 解 为 


nl "i ew lug 
wl1—x? f(x) -| F(pb)dp — =| cosg — cosf ji 


= 二 | pei < 0) ?eCu) ) du (4d.23) 
i-1 A 二 和 秋 一 其 


由 于 前 向 的 推导 
| F(g)ab=| f(x)dx 


是 任意 的 ， 比 如 说 等 于 xC， 
率 上 (1-wu2)2gCu) 


0 du} (4.24) 


和 
f(x)= (1— x’) {c+ -| 
这 就 是 积分 方程 (4.15) 的 解 。 可 见 , 解 不 叭 一 ,因此 必须 附 
加 东 些 其 它 的 条 件 ， 例 如 但 是 ， 在 端 所 处 并 不 


那样 简单 ， 因 为 存在 因子 (1 一 x:) 飞 ， 而 在 端点 处 是 有 限 
移 。 因 而 考虑 1(-1) 为 有 限 的 条 件 。 则 由 方程 (4.23) 得 
| ~ f(x)dx+ 下 ln) glu) du=)0 


Go 100=1 | (1—w’) nl 2 -ja 


wx UV+I 


1 向 3 1+ 
ey 1=t2 i 
A ( ) BHI TEX CU + 1) dx 


mE 各 本 人 4 
例 4.14 . 
求解 积分 方程 本 i 


*! 和 (du _ . 
人 
设 让 
和 
Ey ef 上 0 eh | 
积分 方程 变 为 | 
= 本 
令 [这 -1 A th 
Eeesb， 9 8058 -cos 学 -时 
积分 方程 变 为 
1 f (cosg)sinpde 
=) A A i (4) 
由 于 
1 
x Joe Cosp— Cosh 4 


» db % 


1 全 dp  _ 0 
‘XN'Je cos 出 一 c0S8 

则 
- f(cosg)sing Se 


满足 积分 方程 ， 其 中 为 任意 常数 。 从 而 可 得 原 问 题 的 
解 。 z z 
例 . 4.15 

求解 积分 方程 

| 4 中 (y)1og |cosx — cosy|dy = f(x) -TX 之 到 


可 以 很 容易 地 得 到 下 面 两 个 结论 ，f(x) 必须 为 x 的 偶 
函数 ,否则 方程 两 边 不 相 容 ， 存 在 一 个 奇 函数 , 它 可 以 是 关于 
y 的 任意 奇 函 数 。 若 绢 是 方程 的 解 ， 它 是 关于 y 的 侦 函 数 ， 
岂可 推 得 。 “… : 

| p(y)log|cosx ~ cosy|dy = a 0<sx<zx 


令 r 1 
cosx=E “csoy=Mi 
积分 方程 变 为 


| $cos-'n)ioglé— nt! 一 Ey = 工 fcos-16) - -1<E<1 
i =- Vv’ 二 一 前 2 


ss. $b (co = I= DD. 
(cos-1E) = F(E) 


积分 方程 变 为 
，196 。 


本 二 ， 
| Pn)loglE -nldn= F(E), 


关于 & 微分 ， 得 a 
b PmMIloglé -nan= Fé) ;se 
关于 三 微分， 得 ne 
1 | = 下 多 
从 而 
J 1 pe Cw) a 
(1 -TP) BD =C+= | A POD 
a i | 
i 


4.6 凑合 的 可 号 蝇 请， 
当然 ， 还 有 很 多 种 积分 变换 ， 这 里 我 们 选 出 用 个 ,并 于 

同 它们 的 逆 变 换 一 起 给 出 ， 以 供 参 考 。 但 是 不 举例 子 ， 也 没 

有 练习 。 要 详细 了 解 这 些 变换 ， 可 参考 文献 6 。 在 下 面 ， 


j(x) 均 表示 未 知 的 待 求 函数 。 有 忒 
(a) 梅林 《Mellin). 变换 : 
a (A 
f(x) = -到 J Fts)xids (4.27) 
其 中 c 应 使 了 (3) 在 积分 路 径 上 处 处 有 定义 人 存 
在 。 


(pp) 六 死 尔 CHankel) 变换 
， 忆 


TE) = | Xf (x)T, (Ex)dx C4.28》 


fo = | & 7(&),(xé)dE (4.29) 
(5) 才 克 罗伯特 (Mac Robertt) 变换 
sw = xf (x xu)dx 0<p<q (4,.30) 


fx) -| (uu gu xu) du p<x<q (4.31) 
(0) 勒 让 德 (Legendre) 变换 
令 
fe =| f(x)P,(x)dx (4.32) 
显然 ， 才 1 为 偶数 ， 则 任何 奇 函 数 是 余 函 数 ， 若 n 为 奇数 ， 


则 任何 偶 苑 数 是 余 销 数 。 当 # 为 偶数 时 ， 


1(x)= =F ntl) 元 (Pa(x) C4,33) 
出 二 


涯 闻 为 奇 区 时 
f(x) = 了 加 (各 -1 无 (2n-DD)Pani(x) (4.34) 


无 论 在 那 种 情况 ， 一 旦 需要 ， 帮 x) 都 要 用 
> | Fe -0)+f(x+ 0)| 
来 代替 。 
缔 习 
1。 求解 积分 方程 


= | sinoxb(o)da a>0 
日 


= D8 。 


2。 求 积分 方程 
$x) = | SinXy 由 (7 了)G7 


的 转 征 值 与 特征 函数 ， 
3。 求解 积分 方程 
4(x) =e-x+h|， sinxyg(y)dy i 
0>0，(rha 关 3 和 
4。 求解 积分 方程 a 
ed ee. 


5。 录 笠 分 方 程 i a 
的 主 解 。 
6。 证 明 积分 方程 
$x) = f(xX)+ (x+ ody a 
的 主 解 为 z 
由 (x) -| F(@)e" do 


其 中 C1 2xK(O)K(-0)F(O) =F(O) +V Ix FO-0) 
Kdo)， 并 假定 这 些 运算 都 是 合法 的 〈 富 克 思 〈Fox) 积分 方 
程 ) 。 

7。 证 明 微分 一 一 积分 方程 

人 
f' (xX) je J | 5 | 


存在 形式 为 e" “的 解 。 假 右 
。 M39。 


a+t Nlo8 人 HL 


8。 证 明 积 分 方程 


1r™ Snax ee : 
(XxX) = 一 | CO a (> 0) 
BE(X) | es biy) dy 
的 主 解 为 
下 

bx) =x | go)e aa 
并 证 明 工 为 余 函 数 。 
9。 确定 (x)， 使 
(a) | x "f(x)dx=d, (n=0,1,.) 
(by |， xXx" -1f (xX) dx= e, Cn = “ee ) 
10。 求解 积分 方程 

| ” g(y)dy iy 
(X2 十 5)(X2 十 bz) NAJ-» x-y 
11。 求解 积分 方程 

1 =| 9 和 9 《a 为 实数 ) 

(x+a)? J=»n 而 一 


12。 求解 积分 方程 


| fx a 
-1 xX-y 
13。 证 明 积分 方程 
: Ply)dy 
0 


的 艇 为 
| 160 "本 


[| 


es, 


| Q(z)dz 
3 


14。 证 明 方程 


的 解 为 

JU) = 一 | + const | 
pp ;这 这 六 名 
了 


i 和 洪 懈 记 


4 


a 
i 
二 
全 
ar 
上 
本 = 
Wd 
ai 


站 | 
本 后 i 
1 | 2 和 8 | "se | 时 
5 i 
[| 一 二 
二 “ i 
5 ? 
i Te 
时 aa 本 ” 3 i 
于 ie 
人 
-eR 
I 
Fe a 
让! 
和 
全 
Ey 
1 
忠生 2 
kh 
.| 
- 1 


5 近似 方法 


93,1 概 述 

本 童 将 演 虐 非 党 柱 积 分 方程 解 的 基本 问题 以 及 求解 积分 
方程 的 近似 方法 。 在 很 大 程度 上 ， 处 理应 具体 问题 具体 分 析 。 
非 线 性 方程 ， 国 为 除了 可 能 应 用 迭代 求解 法 之 外 ， 还 没有 途 
用 的 规则 来 求解 方程 。 我 们 提出 的 方法 可 能 仅 适用 于 所 举 的 
钢 题 ， 但 共 思 想 可 以 作为 处 理 其 它 问题 的 途径 。 应 当 指 出 ， 
在 这 一 章 中 大 部 分 的 例题 是 相当 简单 的 ， 例 如 积分 可 能 仅 用 
二 项 近似 来 表达 ， 以 保证 突出 方法 的 实质 ， 避 免 过 多 的 算法 
推导 和 代数 演算 的 影响 。 

5.2 非 线 性 伏 尔 特 拉 方 程 
考 虚 第 二 类 非 和 线性 代 尔 特 拉 方 程 
$0 =f(x) + Ffx,y,gty)}dy 5.1) 

(借助 于 变量 代 换 ， 积 分 下 限 零 可 用 其 它 任 何 值 代 
赤 ) 。 形 式 上 可 以 定义 一 个 函数 序列 ， 
B(x) = fx)+h | F{x,y,Pb "1 (yy)}dy n>1 (5.24) 

pe (x) = F(X) (5.2b) 


现在 的 问题 是 :在 什么 条 件 下 ,这 个 函数 序列 收敛 到 方程 
(5.1) 的 解 ? 我 们 将 作 下 面 一 些 假 设 ， 它 们 可 以 不 是 这 个 


as lb2 。 


序列 收敛 到 解 的 必要 条 件 。 但 是 为 了 得 到 收 敏 的 充分 条 性 它 
将 是 有 用 的 。 学 过 微分 方程 的 读者 将 看 出 下 面 讨论 的 方法 就 
是 皮卡 方法 ， 在 3.4 (b》 节 中 曾 简 单 地 讨论 过 。 
假设 1 (x) 为 0<x 三 X 上 的 连续 贸 数 〈X 是 有 限 的 但 未 
指定 ) BF(x,yy2z) 关 于 全 部 变量 在 区 间 I<x<<X， 0 和 >y<x 
ce<z< 有 8 上 连续， 其 中 a<f(x)<B 及 |f(x)|<r?。 进 而 
F(x,y,z) 满足 李 普 希 蒋 (Lipschitz) 条 件 。 
| BCX 7 ZI 一 下 (XY 22) | 一 大 [xx — x"| 
k 为 正常 数 ， 且 1F(x,y,z)1 <M。 由 于 


$b'" (Xx) = 3 {6 (x) — ‘1) (x) Jeereo 


所 以 序列 {b42 (x)} 的 收 敏 等 价 于 第 5 项 
xX) 一 由 (1 (x) 
的 级 数 的 路 级 。 
由 于 
1 (0 -85701= 0) | | FEx,y,0." +70}— F 


{Xb "1 (yy)}by 
<IM | Ki” 00y) 0) 1dy (5.3) 


及 


BX) $0 (x) = f Fixsysf(y))dy 
2 
由 (x) = f(x) 


则 1640(x) — $x) | [Nl | [ae{x,y,1y)} dy 三 | 


随 之 


| Mdy = M|\|x 


利用 归纳 法 可 得 
B00 -000 


EF 


这 是 MexplEi 六 的 竹 级 数 和 的 第 3 项 ， 豆 级 数 


Px)+ SY B(x) B(x)) 


I= 
不 论 和 应 何 值 ， 总 是 绝对 一 致 收 化 的 ， 并 且 它 的 和 
lim Hb'" (x) 
将 是 积分 方程 Q3 ,1) 的 解 
截断 成 中 原 级 整 的 误 莹 为 
RY) G0) G0)= 六 fbb) | 
- 。 
是 
ROE BY OV- EM 5 
二 一 上 十 了 I j= +t1 


{KIMIx): 
51 


=-MfexpCklh12- 六 (5.4) 
5 一目 


解 的 唯一 性 证 明 如 焉 ， 设 由 (x) 与 由 2 是 两 个 可 能 的 解 ， 则 
(2x) = B(x) = Wx) = 和 | C(x GUI-F EE,y, $y) Idy 
而 由 李 普 希 获 条 件 
Lo lIIK | lx 1ay 


没 xX 为 函数 X(X) 在 区 间 0<x<X 上 的 最 大 值 ， 则 
a [NIKAX,, > 
. 1600 


民 为 任意 且 未 指定 的 值 。 著 X> [NI ， 则 关于 F 的 条 证 : 
当然 在 较 小 的 区 间 0<x<X*<{iXKi-: 上 仍 成 立 。 因 此 ， 
必要 时 ，X 可 用 X* 代 不， 并 且 可 假设 1kIKX =T<1。 
因此 ， 
pd Be a 
这 仅 当 Xm。。 为 零 时 才 有 可 能 。 因 此 解 是 唯一 的 。,，， 
第 一 类 非 线性 伏 尔 特 拉 方程 i 


| F{xsy,6(97)}dy =f(%) (5.5) , 
可 用 下 面 的 方法 处 理 ， 关 于 x 微分 得 0 
Ftxixyg(x + | Se {X90(y)}dy = f(x) 


第 二 次 徽 分 得 : 
| 2-5(x,y,7)+5 sy |+ [5 “poem: 
{X,Y,$(y) dy = 1" (x) (5b) 


方 括号 中 的 量 是 在 a A 区 数 庆 订 以 了 
下 面 的 形式 。 
pe (a G0 0O a 
此 中 a . 
站 (0)=£ 
上 EE 由 下 区 定义 
(0 £)=f1'(0) 
至 于 过 分 复杂 的 收 仇 条件 ， 在 这 里 不 予 讨论 。 当然 其 解 可 
以 直接 用 微分 法 求 得 。 
可 以 证 明 。 若 前 面 提出 的 关于 F 的 条 件 不 满足 ， 则 不 含 


.= $03 = 


自由 项 f(x) 的 第 二 类 积 分 方程 无 解 ， 
bw)=s Plxsy,by))dy C5.7) 
给 予 的 F(X,y,0) 为 壳 。 
由 于 选 代 序列 的 第 一 项 
bi(x) =f (Xx) 二 | Flx,yvb(?)jdy=0 随 之 1(x)=0 
从 而 推 得 序列 的 七 它 项 名,(X) 也 将 为 零 ， 且 序列 极 限 即 方 
程 的 解 将 为 零 。 
例 5.1 
求解 积分 方程 
$xX) = 入 | {1+ 6*(y)}dy 
g'(x) =M{1+ d(x)} 且 $0)=0 
它 的 解 显然 为 tarXx。 在 这 种 情况 下 ， 解 存在 ， 因 为 
F(x,y,z)=1+z 与 F(x,y,0)*0 
例 5.2 
写 出 积分 方 栓 
bz) = | 1+)}dy 
的 近代 函数 序列 中 的 前 三 个 沙 数 。 


由 (0 (XxX) =x 


由)(X) =X+h 中 (1+xy*)dy = (1+A)X+ 
0 


$b'2 (Xx) =X+N | | 十 {a + 入})X+ <} ls 


入 31 


81 


=(l1+N)X+ 兰 - {1+ 入) 二 tN) x + 


。* 166 。 


5.5 ” 非 线 性 弗 雷 德 管 姆 方程 
形式 如 : 
bX) = fx) TA FP{xsysp(y)}dy (5%3) 
的 非 线性 积分 方程 称 为 乌 菜 孙 〈Urysohn) 方程 

. 它 的 一 个 特殊 情形 是 汉 默 斯 顿 CHammertein} 广 名 i 
P(x) sx) TNEKCX YF Ey (9)} dy 6 A» %, 
显然 ， 如 果 有 可 能 ， 最 好 讨论 更 为 一 般 约 市 和 w 十 面 妊 讨 论 
这 种 情况 。 同 拌 地 ， 我 们 企图 构造 一 个 函数 序列 ， 它 是 收 夭 
于 解 的 。 并 且 给 出 的 解 为 叭 一 的 充分 条 件 。 明 显 地 ， 这 个 且 
数 序列 可 以 构造 为 
po x)=fx) (5.19a% 
bx) = FE{X 91 (9)}dy + (x), n>0 (5.WPr - 
所 加 的 条 件 如 下 。 为 了 方便 ,假设 x 与 > 落 在 区 间 9 3 
A 
的 问题 。 设 F(x,y,?) 满足 李 普 希 获 条 件 。 
[F(X ,2') OO de 二 
:殿中 处 为 正 数 。 且 命 ， We 
有 [F(X 2) | <M. | 7 
其 中 M 是 一 个 正 数 。 由 于 站 .i 
$'" (x) = D9 x) -ps 0)) 二 ex) 
所 以 序列 $9' (x) 的 收敛 性 与 级 数 9 呈 (x) ~ 四"?(%) 的 相 


后 。 而 ， 
1g452(x) ~ Bx) = IA FFEx,y 6." )(y))} 


Fx,y, bd FHP {Xp Cy)} 


-Ff{x,y,$ 2 lady MES IO 0) -$00y) [dy 
z | 

bx) = bx) = {F(x,y, fy)) dy = A(x) 
得 假定 (x) 为 有 限 的 ，|A&(x) | 二 LL。 则 可 得 

[Bx) -$B'(x)| < 一 [CIK ~- aa)!1L 
这 样 。， 若 | 入 | 天 (8 -oa) 一 1， 这 个 级 数 将 绝对 且 一 致 收 伊 ， 而 
460(x) 将 趋向 革 一 函数 4x)， 它 将 是 方程 (5.8) 的 解 。 

接着 是 确定 解 的 唯一 性 。 令 $(x),x) 为 两 个 解 。 且 

X(X) = 四 (X) 一 上 (xX) 。Xn 为 XIx) 在 区 间 e<x<b 上 的 最 大 值 。 
出 z | : 
X(X) = MCF {X,Y, by)} —F{x,y,WyY)}ay 
IXCX) [| 志 MEIxey) dy IMIKGD — 
入 
现在 如 林 


MED — a)x,, 


NIK(b -a)<l 
则 必 有 Xnes = 
故 X(x) =0 这 就 是 碗 代 过 程 收敛 条 件 。 

从 而 ， 若 这 个 迭代 过 程 对 充分 小 的 入 收入 ， 它 便 收 化 到 
唯一 的 解 。 但 这 并 不 意味 着 解 对 任意 的 入 是 唯一 的 。 近 似 解 
在 第 玫 步 停 正 时 的 截断 误差 为 i 

RYO SIG) -1x)| 
| 党 (B(x) 一 由 (xX)) 


四 兽 杀 


BX) EO (x) | 


Hy Sy 


es 168 。 


IAIK(b —a)"Ax) 
1— INK(b ~ a) 


在 进一步 讨论 之 前 ， 应 注意 到 ， 洒 第 一 类 部 震 德 和 条 分 广 
程 


| Fteoyvet))y- fx) 这 1D. 


的 解 ， 要 千 机 巡 和 棱 索 。 在 这 种 情形 下 ， 没 有 类 似 于 希 尔 作 
特 - 施 密 特 的 理论 可 供应 用 。 因 而 ， 除 掉 下 面 的 附 杭 完 外 ,不 
再 进一步 讨论 这 类 问题 。 我 们 可 以 去 求 直 关 系 式 '] 
e006 0 ee be 
定义 的 收敛 的 函数 序列 "(x)， 其 中 4 为 划一 数 ; ! 落 这 个 
级 数 收敛 ， 它 将 收 化 到 方程 (5.11》 的 解 ,但 是 这 今 解 可 能 不 
是 只 一 的 ， 并 且 得 到 的 解 可 能 依 环 于 所作 用 的 忆 值 。  ，， 
whan a ne ah 
各 时 
p00 = Foybo0)t ”所 


它 可 能 有 依 整 于 ^ 的 非 零 解 。 We 
意味 着 仅 当 ?为 特征 值 时 方 有 非 稚 解 存在 , 相 庶 准 苗 数 为 特 德 
函数 。 关 于 方程 (5.12) 有 两 点 要 指出 ， 第 一 x 对 给 定 的 X, 积 
分 方程 可 能 有 多 个 解 ! 第 二 ， 方 程 的 解 未 必 是 实 的 ， 即 使 方 
程 中 的 所 有 项 形式 上 攻 是 实 的 ; 有 可 能 对 忆 某 些 放 的 寂 值 藤 
为 实 的 ， 而 对 其 它 入 值 解 为 复 的 。 推 广 前 面 的 思想 ， 方 程 
oc ii 将 方程 


(5 ， 12) 重 写 成 A a i 和 
| F{x,y;$(Y) }dy = vy Rt » (5, 13) 
若 函 数 $(y) 使 于 4 


“ 464 » 


a 


bs + dordy= (31 ~ - 1}, 


及 
1/2 2 fo a 3/2 
$x)<| (x+y) =(? 1jay 5(2 1) 
x [1+ ?x ] 人 
类 似 地 
| 和 
以 及 
| 2 

ni 

由 此 得 


$(x)> | xr yy G1fidy= x+ 1 -XxX | 
从 而 得 到 了 函数 9(x) 的 下 界 与 上 界 光 数 


3.4 线性 积分 方程 的 近似 解法 ，: 


有 多 种 求解 线性 积分 方程 近似 解 前 方法 。 它 们 都 是 竹 某 
种 意义 上 定义 一 个 函数 集合 ， 方 程 的 实际 解 是 这 个 集合 中 的 
一 个 元 素 。 人 位 力图 使 这 个 函数 集合 中 的 某 些 元 业 ， 在 某 种 
意义 上 有 尽 可 能 多 地 等 合 国 类 由 x) 隐 性 质 。 著 基 一 元 素 具有 
. 全 部 这 种 性 质 ， 它 便 是 $x)， 但 是 一 般 情 形 下 是 不 会 过 到 
的 ， 实 际 上 这 种 情况 是 很 偶然 的 。 

(a) 近代 方法 

因为 线性 生 分 方程 可以 作为 在 生 1 帮 5， 4 用 村 候 过 的 


积分 方程 的 特殊 情况 ， 因 此 可 以 应 用 那里 提出 的 迭代 方法 以 
3 RT} + 


bs + dordy= (31 ~ - 1}, 


及 
1/2 2 fo a 3/2 
$x)<| (x+y) =(? 1jay 5(2 1) 
x [1+ ?x ] 人 
类 似 地 
| 和 
以 及 
| 2 

ni 

由 此 得 


$(x)> | xr yy G1fidy= x+ 1 -XxX | 
从 而 得 到 了 函数 9(x) 的 下 界 与 上 界 光 数 


3.4 线性 积分 方程 的 近似 解法 ，: 


有 多 种 求解 线性 积分 方程 近似 解 前 方法 。 它 们 都 是 竹 某 
种 意义 上 定义 一 个 函数 集合 ， 方 程 的 实际 解 是 这 个 集合 中 的 
一 个 元 素 。 人 位 力图 使 这 个 函数 集合 中 的 某 些 元 业 ， 在 某 种 
意义 上 有 尽 可 能 多 地 等 合 国 类 由 x) 隐 性 质 。 著 基 一 元 素 具有 
. 全 部 这 种 性 质 ， 它 便 是 $x)， 但 是 一 般 情 形 下 是 不 会 过 到 
的 ， 实 际 上 这 种 情况 是 很 偶然 的 。 

(a) 近代 方法 

因为 线性 生 分 方程 可以 作为 在 生 1 帮 5， 4 用 村 候 过 的 


积分 方程 的 特殊 情况 ， 因 此 可 以 应 用 那里 提出 的 迭代 方法 以 
3 RT} + 


及 相应 的 误差 估计 。 
例 5.4 
求 积分 方 竹 

hx)=) | sinxvh ty}dy+ 1 
迭代 解 的 前 三 个 除数 。 
一 次 近似 为 

hx) 二 :二 

二 次 近似 为 

bx)=\ | sinxydy+ 1 

w 下 


= x-itl—ccsx)1+1 


1 
pb' (xX) = | sinxyCl+ hy (1 — cosy) Jdy+ 1 


可 昌 
和 
参考 5.2 节 。 为 了 估计 误差 所 需 的 量 是 
A(xX) -Ftxvyf()}ay=| sinxydy = X-I(1 一 COSX ) 
0 
|F(x yy，Z7) — FX,y,2")| = |SInXy(2 一 z")|<sin|z’ 一 27| 
K=sinl 
a=0 bp=1 所 i 


IR‘2 (Xx) | [lsin 1 (2 ) 


TIN|sinl x 
假 者 
[ksinl< 1 即 |IX| 一 1.88 
也 可 以 应 用 和 迭代 方法 求解 第 一 类 积分 方程 
ioo=| K(x,y)$ (ydy 


这 时 必须 假定 核 为 非 奇 异性 且 是 正定 的 。 于 是 核 具 有 形式 
K(x,y) = 


其 中 4 为 完备 规范 化 特征 函数 集合 〈 见 附录 G) ， 及 特征 
值 满足 
0 一 ) ZN" 
若 这 个 集合 是 不 全 此 各 的 ， 骨 解 顷 织 上 一 个 全 卫 数 
现在 构造 一 个 函数 序列 (6) 

$b! (Xx) — $x) =ACf(X) 一 JKix,y)b'”- DG 人 
pdr 
是 它 在 什么 条 件 下 收敛 。 令 : 


f(x) = pKA 
1 ,= [f(y)9, (ydy 
且 
4(x) = 习 和 dx) 
方程 (0 .14) 可 其 写 为 el 
Tom) = BONG rh .6.x) 
[| EE ml 
,1h x) ] 
f= 
因此 
7 人、\ 
《让 一 1} f 
CMC, (1- tt 
是 . 


= 1l73 。 


(La) - n=1) -一 本 A 4n—1) 攻 用 一 名 
C, ) Cr ;=(1 (CE: 1 Cc, 
为 了 使 序列 C, "一 C,'" 趋 于 零 (等 价 于 C,"" 趋 于 和 ,1,》， 
得 


Be A 


<1 也 Rl 

由 于 和 ,三 XN>>0， 因 而 仅 当 0 天 一 2 时 ， 上 面 的 条 件 对 所 
有 的 S 都 满足 。 这 使 我 们 明白 了 为 什么 核 必须 是 正 定 的 原 
因 。 若 特征 值 不 同 号 ， 则 它 对 全 部 特征 值 不 可 能 满足 和 /和 ,> 
0。 所 以 车 0<X<2%,， 函 数 序列 8" (x) 将 收敛 到 积分 方 
程 的 人 解 。 上 顺便 指 踢 ， 正 如 求解 线性 代数 方程 组 使 用 迄 代 方法 
那样 ， 有 时 比 直接 消去 法 更 方便 。 应 用 碗 代 法 求解 具有 退化 
核 的 积分 方程 ， 比 前 面 提 到 的 传统 方法 更 为 容易 。 迭 代 过 程 
的 某 些 误差 估计 可 以 按 下 法 得 到 。 令 

ReoD(X) = p(X) — p(x) 


则 
RMXx) = 及 -10(xX) 一 入 | K(x,y)R"- (ydy 
假 者 
RIV(x) 二 3 rb (Cx) 
=1 
和 和 ) 
| Li 1y i 
rm er \, 
及 


r= (1 ri 


迭代 的 初始 函数 $'"" (x) 还 没有 指定 。 者 
过 174 车 


几 (ZX)=0 RV(xX)=9(%) 与 .40 = 入 ft， 


Ce ),f， 
由 于 {A,} 为 单调 增加 序列 。 则 i 
人 及 (xX) } = 怠 rn)2 = - fl MN) 


及 


1 


aa en 
= BY Rf AR BY CL eA) 
号 二 让 fet i 了 


< 2(1- M4)" f ,2 +A, > a 
这 个 不 等 式 对 任意 的 N 都 成 立 。 畦 别 地 
fw (| ax< 和 ua 习 站 = 和 x) }iax 
若 K(%,y) 为 具有 N 项 的 退化 核 : 
faw (xD dx< 和 aa(1-MNe Bh AN) 


{fw} ax | 
这 后 面 的 公式 可 应 用 于 主 解 _ 四 
vo 积分 的 近似 Rs 
Er 
积分 
” P(y)dy 
可 以 近似 地 用 表达 式 
BD CP) 


给 出 。 其 中 
站 三 = TEED < VY “ey 一 b 


Ce = Ya — yp-1 Ya_1 XE 
例如 
| 
|. P(y)dy= 号 [PC0) + 4P(h)+ P(2h) 
或 


全 Ponay=PCUvS)+PCGY 

四 而 积分 方程 
由 (X%) = | K(x,y)b ydy + f(x) 

可 由 方程 组 

(xX,.) = PCaK(x,xa) bx) + ftx.) l=-an 
代 赫 ， 积 分 方程 

| K(x, yb (yay = {(x) 

可 上 遇 方 黎 组 : 


民 
ECeK (xesxs) Be) = 人) lsusn (5.15) 
= 


代替， 这 时 积分 方程 归结 为 具有 个 变量 的 m 个 方程 的 线性 
代数 方程 组 的 求解 。 值 得 指出 的 是 这 个 方法 也 可 以 应 用 到 非 
线性 积分 方程 ， 但 是 方程 的 求解 可 能 会 遇 到 困难 。 
例 5.5 
由 (x) 由 积分 方程 
bX)— | EX: 四 (7Y)GY = 1—x-ite*—1) 
定义 ， 求 (174) 与 9(3/4; 和 的 近似 但 ， 
s lr6s 


gd 
近似 地 表 为 “也 Cg(1/47+ 8(3/4)。 这 是 一 个 粗纺 的 近 似 ， 


但 是 借助 于 这 种 非常 简单 的 近 伺 ， 可 以 很 好 地 更 解 议 种 方 洁 
物 思 想 。 | 


因而 积分 

和 | ewp(y)dy i i 
r " 9 i 证 Hi 时 pb "i 

可 近似 地 表 为 


Wi 
z | esl G(T)-e ov (3) 让 | 
gn (6 (0) 
两 个 线性 方程 


1 的 -开征 -< 
o($)- 中 全 )e 二] 


这 些 方 程 变 为 


ee (4) -ome (9d) 1 

6031¢ ( 工 )+1245 56 {3)= _ 4893 性 
人 (ea ;014 
《精确 解 为 6(x) = 1) 


(c) 核 与 自由 项 的 近似 ro 
”在 很 多 情形 下 ， 第 二 类 积分 方程 的 解 可 以 借 动 于 核 与 自 
. Eu 177 前 


由 项 的 近似 来 确定 ， 并 可 表达 为 方便 可 用 的 包含 有 误差 的 形 
成 。 
积分 方程 

hy = 和 | K(x yb ydy + 了 (x) C5.16a) 
的 一 个 近似 解 $8*(x) 由 积分 方程 

6*(x) = K*(x, yb* (ydy+f*(x) (5.16b) 
和 的 解 给 定 。 其 中 K*(x,y) 和 j*(x) 分 别 为 K(x,y) 和 f(x) 的 近 
似 ， 它 们 比 原来 的 K(X,y) 和 f(x) 容 易 处 理 。 例 如 K*(x,y) 可 
以 是 退化 的 ，f*(x) 可 以 是 于 项 寓 级 数 的 前 几 项 。 实 际 的 性 
质 是 不 重要 的 。 误 差 可 由 下 法 得 到 。 令 
| IKCx,y) ~— K*(x,y)|dy<e 


[jx) — f*(x)| < |f(x)| <M 
并 且 假 定 与 方程 (5.16b) 有 关 的 预 解 核 R*(x,y,Z) 请 足 关 
系 式 
|Reoeoyszlay<e 
令 
r(x) = p(x) — P(x) 


为 了 得 到 r(x) 的 界 ， 首 先 需 要 得 到 4(X) 的 界 。 为 此 


中 (X) = 人 |B* (Cx,9) 6) dy gx) (59.1i70a) 
其 中 
gx) =f x) 4h] (K(xsy) Kxs yO Way C517b) 
因此 
bX) = E(xX)+A | Re xsys bys) dy C3170) 


»- 178 .. 


破 设 maxj$(x)| = N， 由 方程 《5.17b5) 得 
[g(x)||f(x)|+ I [K(x,y)— Kt*(x,y)| dt(y) ldy<M 
+ | 入 |zN 
从 方程 《5.17c) 又 得 

9 1< leo)! + ITReGxspsh)11g(?)1ey 


这 样 
NC(l+ IMACYM + |\|eN) 
拟 及 i 
z a | 
5 .18 
“si JeCG+ IO 了 
落 "和 


一 人 AIe(Lt+ IMC)>0 | 
这 个 除法 是 有 意义 的 。 I 
式 (35.18) 说 明了 凤 积 分 方程 的 所 和 解 都 雹 有 界 的 ， 解 
是 唯一 的 ， 以 及 和 不 是 原来 积分 方程 的 特征 值 。 
本 为 0(*) 的 异 已 经 得 到 ， 就 可 以 估计 "(x) 的 异 。 由 为 条 
(5.16) 与 〈5.17》 得 到 6， 
r(x) — NK*Cx yr (ydy = gC%) — FX) + f(xX)-f*(X) = h(x) 
由 此 we 
r(x) =h(x) +% | Re xXYh ydy 
出 于 
[h(x)< |e(x) = f(x)| + |1(*) 一 J*(x)] 志 [ 鞭 他 符 革 年 
与 ， 
[rx)|(l+ 人 IC)CIXIeN + 了) 天 


MIAle(l+|AIC) ] 19 
(19 hIC)E Re A + a 


- LI » 


另 一 方面 ， 落 
[pb*(x) [和 入 WU NEN*+p 
max|rtx)|=p 
p<(1+ [NC {NeCN* + p) + 
故 
(lAleN* +7)(1+ IAC) 
: 1 一 |XIe(L+ NIC) 
当然 分 母 必 须 为 正 。 
例 5.6 
求 积分 方 三 


bX) = . cosxyp (ydy + f(x) 


Dp 过 


ee S 


《5 ,20》 


的 近似 解 。 
将 cosxy 用 


代替 。 Db*(x) 是 方程 
bc) = (1 )6* dy + f(x) 

的 解 。 因 而 有 区 
bd* (XxX)=A+Bx:+ f(x) 
i 

4 1 

| fty)ady= yf(y)ay={; 
由 利用 通常 的 方法 可 以 得 出 
。180 。 


4 28891, 一 60f。 
1497 

‘= ' 

-607,—720f, 
1497 


r+(x) 的 大 小 可 以 由 下 面 的 数据 估计 X= : 
人 bs COSXY 一 0- -3 % 了 ) | < <| 一 盖 ty dy 


B= 


x .1.1 
| 130 ~ 120 186 | 
1 
£ = 1920 
dx(x) = | * (2889-60x*_60y -720x2y)f (y)dy+f (x) 
从 而 


R(Xx,y,1)= a [2889 一 60x2 一 60y? 一 720x:y 


人 RexyDley 


[一 GOx? 20+ 240) ] 
-mm 
1 
“5 
1 
如 果 dx< 7 
且 C=1/2 


由 于 . 
1 1N\. 
1- Ise(l+ AIC) =1- -7050(1+)~! 


a。 18] 。 


| 1 
M Ta0(1+ 5) 1 
二 -一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 让 -一 
[rcix)| ee (和 1550 ™ 
1920 2 ) 


(d) 配置 法 z 
配置 法 可 以 用 来 近似 求解 第 一 类 与 第 二 类 非 齐 次 弗 雷 德 
生 姆 积分 方程 。 本 段 我 们 就 第 一 类 方程 讨论 这 种 方法 ， 但 这 
一 方法 同样 可 应 用 第 二 类 方程 。 另 外 ， 这 个 方法 也 可 应 用 到 
非 线 性 积分 方程 ， 但 这 里 不 予 讨 论 。 
考虑 国 数 
RP,x) = [K(x,9)P(y) dy f(x) (5.21) 
若 (x) 是 积分 方程 
Kixsy)8(y)dy = 0% 
的 解 ， 则 
R($B ,x)= (5.22) 
配置 法 的 想法 是 ， 若 函数 R (到 ,x) 在 一 些 点 上 为 零 ， 则 
多 (Xx) 是 由 x) 的 一 个 近似 。 在 越 儿 的 颇 上 R( 轩 ,x) 为 零 ， 
则 多 (x) 对 $Cx) 就 近似 得 越 好 。 假 设 r(x)，1 志 fm, 组 成 
一 线性 独立 的 函数 集合 ， 例 如 为 x' ,0<r 三 m1。 令 
V(x) = D3 Cror(x) 
出 
R(x) = Dcr|Kcxsy) ry) dy -1%) (5.23) 


于 是 ， 假 设 R( 罗 ,x) 在 定义 域内 的 m 个 点 x，, 上 为 零 ， 则 
» 182 。 


2 cr JKCx, sp) Fay f(x) 0 les<m (0.24) 


LE 


这 里 有 m 个 方程 ， 具 有 m 个 变量 。 故 Cr 可 以 算出 ， 从 而 得 到 
近似 解 。 
例 5.71 
计算 积分 方程 
[emonay= + el | eel 


的 $(y) 如 Gs+ay 形式 的 近似 解 。 


设 
RE ,x) = | ew:BP(y)dy— (XxX+ 1)7!|e**- !| 
和 
则 RK(D ,x) = 
假设 系数 40 ,941 由 方程 
R(E,0)=1 
RP ,1)=0 


RF,0) = oo ta)dy— (0-1) = 00+ D0 (0D) 

外 

1 1 1 

R(Y,1) -| er(avtay)dy-5 (el) ane) + OTe -1 
看 

所 确定 ， 解 出 得 


a=e”-1 


从 而 
P(x) = Fe DL+eX) 
它 可 以 与 方程 的 精确 解 94%) =e 相 比 较 。 
(e) ” 伽 辽 金 〈Galerkin) 方法 
侈 还 金 方法 求 积分 方程 
s L883 we 


R($,x) = kexsy)8 yay 1x) =0 
的 近似 解 的 基本 思想 是 对 任何 国 数 X(x) 都 有 
| 及 (看 ,X) KX(x)dx =0 
因此 ， 若 对 荣 些 线性 独立 的 限 数 X, (x)， 有 
| RP,x)X,(x)dx=0 (5,25) 


则 时 (x) 在 某 种 意义 上 就 是 (x) 的 一 个 近似 。 并 且 使 R(W ,x) 
是 直 交 的 函数 越 多 ， 则 更 (x) 对 (x) 的 近似 越 好 。 车 存在 
型 个 这 样 的 线性 独立 函数 4,， 则 在 殉 中 就 有 m 个 常数 要 去 确 
定 。 假 定 更 -(x) 1 三 ?万 m ， 形 成 一 线性 独立 的 函数 集合 ， 
且 设 
W(x) = D3 Cr (x) 
从 理论 的 观点 出 发 ， 函 数 集 合 亚 (x) 与 X, (Xx) 总 可 以 假设 是 
直 交 规范 化 的 。 方 程 (5.25》 可 写成 
3 |cryrwE,y)x, x)dxdy— {iCx)x, Cx)dx-0 (5.26) 


a 
Er, :Cr=f, lz sm (93.27)- 
其 中 

r,s = | WYIK(X YX (XxX)dxdy 

fj,= | f(x)X, (Xx)dx 


可 以 从 方程 组 〈5。27) 中 解 出 Cr， 从 而 得 到 近似 解 $(x)。 
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第 二 类 积分 方程 也 可 以 按 这 种 方法 讨论 ， 这 时 应 满足 的 
关系 式 是 


$x) A Kxsy) Cy) dy fx) | Cx)dx=0 ls sem 
这 
PX) = CX) + Dr prix) (5.28) 
| pr(x)X (xdx=B,, 
以 及 
| oR, dxdy =K， 
则 式 《5.27》 变 为 四 
于 (B,,— Mrs Cr = 人 天 ， lse<m (5.29) 
可 见 ， 这 个 过 程 等 价 于 将 核 K(x,y) 用 湛 化 楼 代 赫 。 令 
了 Y (7y) = |coepxsooax 


考虑 积 分 方程 
(zx 一 | K‘™ xy ydy= f(x) (5.30) 
其 中 
KY) 忆 X(OOVY CD) (5.31) 
可 见 前 


| KIWI(x yOYIX, (Xdxdy 


= | XAXIV CY YN, CX) dxdy 


=| Vdy 
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=] Ik, YC), (x)dxdy 
这 样 ， 作 为 方程 (5.28) 与 (5.30) 的 解 V (xX) 是 进化 楼 积 
分 方程 (3.31》 的 和 解 ， 朋 5.4 Cc》 节 中 对 界 的 估计 结果 可 
以 转 用 于 此 处 。 
例 5.8 
利用 何 辽 人 金 方 法 求 积 分 方程 
(2 -| KOsy)b(y)dy=2 0<x<1 
的 二 项 近 僻 解 。 其 中 
K(X,Y) = X=y 
=Yy XxX~>7 
方 称 可 以 重新 写成 
bx) -| yb(7)dy 一 x| $d(y)dy— X=0 


求 一 个 如 xX) =ao+ ax 形式 的 近似 解 。《〈 在 这 种 情况 下 
了 (Xx) =x， 所 以 在 W(x) 中 不 必 再 明显 地 写 出 来 。) 


axs 


二 二 
| y vy)dy = ao 可 十 
| 


| by)dy= a.(l— x) + 如 (1 一 22) 
了】 


P(X)— | K(x,y)P(y) dy 


= 3 fa 1 | 
=oi(1-x+ 注 儿 a(F + ) 
取 XC(x) =1 和 Xs(X)=%， 则 有 
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| CR(Y,x)) — f (x) dx gr . 工 =10 


3 24 2 
与 
| Re — fx) xdx = + Ba -= =0 
:出 此 
ou = 139 = 0.0576 
01 = 1082 


精确 解 为 secl sinx 
《用 ” 基 小 二 乘 方法 
设 和 (x) 是 积分 方程 
R {BX)== | Kixy)y ydy— f(x)=0 
豚 解 。 若 o(x) 在 积分 区 域 中 处 处 为 正 ， 则 
1(W) = | CROY,x) odx 


除 $(x) 为 零 外 ， 所 有 请 数 $(x) 为 正 。 因 此 孙 数 近似 于 4$(x) 的 
程度 可 以 用 量 了 的 大 小 米 点 量 。 减 小 最 1(8)， 等 价 于 改善 了 
通 近 。 
考虑 形 如 
PX = 之 CC (5.32) 


葛 近 似 ， 其 中 尖 , 为 线性 独立 的 项 数 ， 并 可 假设 已 规范 化 与 直 
误 化 。 于 是 可 以 写成 
Tp) =JCC ,0 ,C,) 
需要 考虑 的 是 怎样 使 J 尽 可 能 地 小 ,寻求 C, 什 使] 极 小 ,等 价 于 
a 。 


求 函 数 D(x) 具有 权 函 数 w(x) 的 形 为 方程 (5,32) 的 最 佳 还 
近 。 


R(Y,x) = Sor,y) yy)ay- (x) 
及 和 
JICiyeeC，) = | 2 Cr| K(xsy) ry)dy ~ 1(x) | DlxIdx 


使 站 为 极 小 的 cr 是 nn 个 方程 


的 解 ， 即 
J{ Ber)K xy ay- I ks a) Cz)dz oC) dre 
l< sh 
令 
[| K(xsy) ,tz)dz |ocx) = X (KX) 
则 cv 由 下 式 确 定 
| Eer) K(x,y)pr(Yy) dy 一 f(x) |xsC) dx=0 (5.33} 
由 
{RV,x)x, dx =0 lisen 
所 以 求 近似 解 的 极 小 二 乘 方法 所 归结 的 方程 与 应 用 爷 辽 人 金 方 
法 所 得 到 的 方程 完全 相同 。 因 此 不 必 再 做 例题 。 但 是 应 当 指 
出 ， 有 时 可 以 应 用 最 小 二 乘 方法 求 非 线性 积分 方程 的 解 。 
例 5.9 
求 积分 方程 
cosrx | {0(y) jay 三 由 (x) 0<x 一 1 (5.34) 
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形 如 a+bx:’ 的 近似 和解 。 
仿 
-1 1 
J (WP) = | cosrx| Ch)? dy 一 由 | 


J( 芒 ) 二 0， 除 非 和 = $9， 那 时 J($) = 0。 
ee | 让 cy)]2dy| -对 cosrxy (x]| (24ydx 


+| [WCX)] dx 
9 

1 , 1 fi 1 z , 
| cy(y)7ay( | [(7)] dy 一 2| yx)cosrxdx + 1} 


| cg?ayICy) 


146)>>0,， 除非 = 那 时 (9)=0。 韦 敌 %*)=aT 
bx:, 可 以 证 明 


1 Zab b? 4h 
3 0 
[b= a:+ 8 -中 B )+ py + 1~> 
车 2 0 ke ee ee -二 人 0 
wk 3 3 5 x 


则 1 《W) 关于 a 与 b 达 到 极 小 。 
因此 
VX) = (1 3x") 
它 可 以 与 精确 值 2cosxx 相 比 较 。 
(g) 施 温 格 《Schwingec) 原则 
假设 Q。 定义 为 
Qo= |f(x)6C%) de 
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其 中 大 2 为 已 知 国 数 ， 由 xx) 是 第 一 类 积分 方程 
f(x) = |k(x，?)6(?)dy 
隐 解 。KCx:y) 是 正定 和 能 ， 现 在 需要 @， 基 近 位 值 。e 乓 另 一 - 
人 seokcxyecmney 
并 且 
?| 7Cx4(x)dx 一 [BOOK 9) GW dy 
定 浆 一 个 孙 数 
Qayg) = 2a| fxd a | [ook WY)ay 
0 是 一 未 定 的 常数 。 
Qt+(@) = 0, 
设 
aptx) = P(x) + A(X) 
OQO*(ay) = 2| fCx) {Btx) +X(x) Yd 


||sCox(xsyy8(y)dxay 


[ 


_9 | XOK x, by) dxdy 


-| jxGoKCx, xt yaxdy 


= 名， {fxdK ex)x axdy<0, (5 ,35 
因为 为 对 称 正定 ， 具 g(x) 满 足 积分 方程 ， 所 以 Q*(a 四 为 
@, 的 近似 表达 ， 且 误 凑 为 X= 一 ay 的 二 阶 盟 。 
由 于 总 有 Q@*(og) 一 Co， 故 最 佳吉 近 应 是 Q*+(ay) 的 极 大 
@ 190 ， 


2 0 是 未 是 首 歼 ，Q*(oy) 为 8 的 二 次 式 ， 它 的 极 大 位 当 c 请 


O00* -0 
Dr 


| f(x)yh(xIdx 
让 WOOK Cy) YY) dxdy 


这 样 ， 最 
OW) = WW*(a,,,$) 


[foowxoax| 


er. 
i 


hi WR ey 


总 小 于 吕 ， (除非 全 = 和 , 它 与 的 差 为 一 个 二 踢 小 量 , 可 上 人 
看 出 &@(%) 是 与 由 的 乒 放 无关。 因此 当 需 要 更 好 的 近似 时 ， 夺 
雪上 引进 参数 ， 然 后 关于 这 些 参 数 极 大 化 Q@()， 可 能 是 合适 
的 。 
例 5.10 

求 积分 


(| (2+ Tcosx)G(x) dx C5.36) 
人 必 


和 的 下 界 ， 共 中 (x) 由 积分 方程 


并 下 sr 
i cosx = | (1+cosxcosy)$(y)dy 
-EA 
所 确定 。 


[fer eos )oee] 


mi li EE 


了 Ee ee 
| PXICT FH CESXCOSY CY dXAIY 
TA 
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则 人) 提供 了 积分 的 一 个 下 界 。 著 内 xz) =T， 可 以 证 明 
QP = (37) /r+ 4)=6.11 
由 (xx) = cosx， 而 实际 的 精确 值 为 
4 + 


5,9 ”特征 值 与 特征 函数 的 近似 计算 
《a) 几 个 一 般 的 假设 
本 段 的 讨论 只 局 限于 核 为 


K(x,Y) = DD (5.37} 
Ie 站 


的 情况 。 其 中 由, 形成 完备 的 正 交 集 台 ， 且 和 ,排列 成 
IAA < Mr 对 所 有 的 
在 落 虑 特征 值 与 特征 哆 数 时 ， 将 使 用 第 "个 侄 棱 的 迹 公 式 


TK, = he (5.38) 


4 


j= 吕 1b,(x)dx 其 中 了 =|1(9)6.(y)dy (3.39) 
山 
ftX) = | K, (XxX,z)f(z)dz = 号 总 $x (5.40) 
其 中 KK。 为 第 n 个 委 核 。 
通常 假定 仅 对 第 一 个 特征 值 入 与 第 一 个 特征 国 数 四 (x) 


感 兴趣 。 若 对 其 它 特征 值 与 特征 前 数 感 兴趣 时 ,将 预先 说 
盟 。 还 假定 特征 值 已 很 好 地 被 分 隔 。 这 意味 看 量 
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fA 和 AN 
GE ) i (i 
对 适当 大 的 数 5 是 可 以 忽略 不 计 的 。"* 
(b》 凯 洛 格 (Kellog) 选 代 方 法 
设 记 <) 为 其 任 一 国 数 。 著 虑 图 狐 厅 列 
f(x) = | Ko 和 -00dy n>0 
foCx) = 并 YX) 
由 方程 (3.40) 
f(x)= DD fh b,x) 


车 nn 充分 大 ; 可 有 

f(x) ~ fA "bx) (5.41a) 
污 天 全 让 (3.41b) 
因而 和 的 近似 佑 和 值 可 错 助 f(xX) /fi ytX) 给 出 。 且 

入 i = lim fCX) ,rlX) 
显然 ，f,41(x) 不 能 正好 是 帮 (x) 的 倍 煞 ， 但 是 当 n 充分 大 
时 ， 量 J,(X)/,w1(x) 将 与 一 个 常数 相差 无 几 。 因 此 这 一 估计 
是 可 用 的 。 一 个 可 能 的 估计 是 


4 ee F (5 .42) 


符号 显然 可 由 前 后 关系 玉 确 定 
第 一 个 特征 函数 的 近似 可 由 关系 式 
ye 4 (53.43) 
I 
”0 二 者 注 ， 原 文 误 为 适当 小 。 
二 


这 个 方法 的 优点 在 于 当天 仅 由 一 组 数据 集合 给 定时 ， 
东 月 数值 积分 计算 。 
志 二 个 拓 征 值 与 苇 征 贸 数 可 按 下 法 得 到 ， 量 
本 f _ 
f(x) = co -|Neway Aes (0.44) 
= 了 
可 以 说 不 亿 合 任何 的 (6x) 的 元 水 ， 能 蜗 基 们 于 两 面 的 过 程 得 
到 4, 与 四,(x)。 这 个 过 程 可 按 要 求 一 直 进 行 去 。 应 当 指 出 ， 
0 计 ， 可 能 出 现 小 的 误差 。 当 上 (x) 是 一 个 小 
， 并 用 它 进 行 计算 ，$,(x) 有 可 能 破 问 莽 沱 没 。 因 此 建议 
fl| fx)G1 (9)¢y 81x) 


习 代 畦 太 *2) 以 达 《净化 2 之 上 且 的 。 可 以 闹 心 到 若 恰 好 所 <x) 
=KK$,(x), 它 就 是 用 这 个 方法 所 发 现 的 $$, 与 和 ,, 基 此 要 十 分 小 
心 初始 下) 是 省 可 能 具有 类 似 所 期 望 于 四 x) 的 性 态 。 还 能 
看 出 上 在 的 迁 代 过 程 将 收 化 到 N): 


iw] | a a 


Dr XKCX YI (CY) dry 


je | ex 


By 


I RI CX dx 


| 


时 最 bi a a 2 
1 人 2 Jd。40} 
(> 1 1/ ， ja j ( 


ss ly4 。 


| jz) 了 (x)dx 


人 


下, 三 -~ 


F Er- 
[| “=™l . 


倒 5.11 
应 用 釉 洁 枯 广 法 求 楼 


K(x,y) =< 0<x<y<1 
=Y 0 ye x 1 


的 最 小 特征 值 。 
积分 方程 为 
由 (三 从 | ygoy)dy+x| gcy | 
0 * - 


可 见 $0) = 9。 赃 此 开始 选 代 的 合适 国 数 为 帮 x) = <。 山 开 
各 函 数 序 列 11 cx 人 有 具 在 下 面 的 形式 


1 
f1 (xX)= a 


,61 8, 1 
0 a 1 

i 
=imns(x) 其 由 EAX) = 


考 呀 一 个 逼近 于 和 的 西 个 序列 ， 其 帘 义 为 
su(0) = 1im gtx) a 
明 -出 


容易 看 出 


EE 
l=4 
EE 
1 
而 


治 
I 
上 上- 
tna 
ca 


2 
(0)=2 2 
gn(U) 5 
1 
EE 


g,(1) =3 2; 


可 以 验证 ， 实 际 的 特征 值 是 
,= {- 1)x 了 


特征 销 数 是 
sin(2n—~ 1) -人 
因此 ， 第 一 特征 值 是 x*/4=2.4674; 第 一 特征 函数 是 sinxx/2 
请 读者 计算 逐 项 近似 
ed od 
ee 
_ jal x) :XX 
Te 


(ce) 利用 迹 计 算 第 一 特征 值 
从 方程 (5,38) 可 推 得 


= S 和 -2 
1=1 


并 且 比 较 


与 

x = Dh -2n—2) 
由 于 | 和 1%， s 宇 2， 得 
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2 了 工 r 玫 sa-。 5 47 
和 = TK,. 《5， ) 
当 n 增 大 时,TyK, 的 符号 由 A. 下 "来 控制 ;所 以 对 充分 大 入 1 
和 的 符号 将 与 TBAT 机 同 。 同 二 

TR, eh 


级 此 
和 (5.48) 


由 方程 (5.47) 与 (5,48) 可 以 得 到 hh? 的 上 办 与 下 界 。 其 
便 指 出 ， 若 K 为 正定 ， 所 有 特征 值 是 正 的 。 

且 

工 r 玉 DA 和 Xi， 和 > (了 其 ) 一 

车 X 和 X。 祖 当 好 地 同 X。 分 隔 着 ,用 下 法 能 获得 和 的 一 个 近 
似 。 车 K, 以 上 的 所 有 特征 值 子 以 忽略 


了 斑 
了 ,下 二 -十 一 《5 .49) 
和 AI Az 
让 
EE 1 
TR 一 -ne 
Li | A ka 
还 有 
1 1 
T K 一 
因此 
1 
TE 
[a 看 A 1 
a 5.50 
下 ’ 
人 


和 将 被 确定 ， 若 m 与 n 充 分 大， 方程 (5.50) 成 立 。 若 mm 一 
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是 奇 的 ， 和 :的 符号 也 可 得 到 。 这 个 思想 可 以 推广 到 确定 其 它 
的 转 征 值 。 
例 5.12 

求 楼 


0 -NX <x 0<2<1 
工 一 2ac03(X 一 站 ) 十 @ ”> 


的 第 一 特征 值 的 上 上 界 与 下 界 。 
众 助 围 道 积 分 可 以 证 明 
| (1 一 az2)CT 一 B2) dz 
] ,il— Zacos(x—z2) tail{li—2Bcos(y— 72) + PB:} 


] — ai; 
“了 二 358c05 5 . 书 ) 十 C282 


重复 应 用 这 个 公式 ， 给 出 


(2x)"-1(1— a’") 
MX) 5 1 Zancostx = y) + a” 


‘0<a,B<l 


TE,=| K(x,XIdx= (2m) (1l+er) 


对 大 的 4，TpKy 总 是 正 的 ， 闪 此 入 是正 的 。 


1 -1 
Ni 一 2 二 
和 
同时 
) 2- 一 了 rKan-s 。 上 让 5 
TE lta™ 


在 这 种 情形 下 ， 令 趋向 无 穷 时 ， 可 得 


3 l - 1 
1 ry? 入 有 hw 
当然 这 个 极限 过 程 是 否 可 以 进行 到 底 就 不 清楚 了 。 
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《d) ”特征 值 的 变 分 表达 
设 入 与 $。 为 积分 方程 
bX)=\ | K(x,y)hiy)dy 
先 特 征 什 与 特征 函数 ， 并 且 任 何 函 数 业 x) 可 表示 为 
$2 = D C6) 


则 由 


bo ee en 
| Wor) yax 


-Ben )/ Be 


站 
=Ap 下 [总 Cs/ 一 AP 二 )/( 本 ) 《5 .Diy》 
到 村 下 | 


定义 的 泛 轩 4( 妥 与 乡 的 尺度 无 关 。 我 们 有 下 面 两 个 推论 ， 
(a)” 若 KK 为 正定 核 ， 则 
CACW) I A A >, >1 
(5) 车 多 X) 几 平等 于 #p(Xx)， 则 C,(S 关 P) 同 Cy 比较 
是 小 量 ， 而 Cz 可 取 为 1。 因 此 bo(%) 的 近似 Vx) 将 给 出 4(Y) 
的 一 个 值 ， 这 个 值 接近 Ap， 它们 的 差 为 一 个 二 阶 基 。 
据 此 ， 芳 虑 将 (x) 的 近似 用 级 数 
Gs (XN) (5.52) 
形式 表示 ， 其 中 图 为 线性 独立 函数 系 。 为 了 方便 ， 但 并 非 
必须 ， 取 它们 作为 完备 直 交 函数 系 的 前 # 个 元 素 。 它 们 服从 
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关系 式 

Yr (XY (Xx = 0,, 
尹 外 的 一 个 系统 是 由 关系 式 

fr(X) = { E(x,y) fy) dy n>r>1 
定义 的 隙 数 系 ， 共 中 fx) 任意。 除非 1(x) 正 好 是 一 个 特征 函 
数 ， 否 则 产 将 是 线性 独立 的 ， 它 们 进而 满足 适当 的 边界 条 
性 。 
入 分 方 行 : 

| K(x,y)b ydy (5.53) 

的 特征 值 与 特征 函数 的 计算 等 价 于 求 泛 函 4 (办 的 平稳 值 , 若 - 


p(X) = 2) OP, (x 
5 = 


CE 


| 之 0ryr(X) > a (Xdx 
| 


A(W) = < 
| a ari- (Cx)K( 区 全) 3 nw (ydxdy 
Fm 全 


站 > Ora,P,, 
Il (5 .547. 


己 而 
2 之 ， OraQ. 人 Or。 
rm | 


其 中 
也- ,= | Pr CX XY) dx 


Or, |] Pr (XIEKCX YIP Cy) dxdy 


A( 幼 取得 平稳 值 的 条 件 由 
> (人 人 rr ,一 Pr Ja =0 1 过 7 这 ft (5.55): 


给 出 。 上 述 关 于 末 知 量 a. 的 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 是 
。200 。 : 


[ke ,一 Pr =0 (3.56) 
这 个 方程 有 7 个 根 入 ”，1l 声 tn， 并 且 存 在 相应 的 特征 向 
量 Ca, 下 和 对 应 的 函数 

W(X) = | a,'typ, (x) (5.57) 


可 以 证 明 ， 若 入， 与 9 是 原 积分 方程 的 一 个 特征 什 与 对 应 的 
-特征 函 数 ， 则 
mA 7 = 入 ， (5。58) 


lim Ym =6,(x) (5.59) 


当 ,' 已 规范 化 ， 这 个 结论 的 证 明 元 长 且 含 有 复杂 的 分 析 
( 见 参考 文献 7) 。 
应 当 指出 ， 由 于 从 方程 (5,51》 导出 的 性 质 (b) ,在 
级 数 
3) a (x) 


mm 1 


中 不 必 取 很 多 项 。91(x) 的 近似 将 给 出 一 个 近似 的 特征 值 ， 
它 具 有 二 阶 精 度 的 误差 。 


例 5.13 
求 与 核 
K(X,Y) =X 0<x<y<l 
= 了 0<y<x<l 
相对 应 的 最 小 转 征 值 的 近似 值 。 
由 于 


| Kox,p¥way= | rordyts | Yo)ay 
取 
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Vi(x)=1, W(X) = 


则 
P,,= |] P,,=0 De 
1 ’ 12™™ -% P,,=— 
3 
1 1 ] 
O11 = a? es=12， Q..= 了 
转 征 值 方 程 为 
Ll LL 
2 i2 
三 0 
入 1 
l2 30 3 
因此 


入 二 和 (13 + Viz) 


邵 2.4857 或 32.1807 

可 以 看 出 ， 第 一 个 根 是 第 一 个 特征 值 2.4674 的 相当 好 的 近 : 
似 。 第 二 个 特征 值 ， 事 实 上 为 22.207。 通 常 ， 一 个 具有 项 
锡 近 供 ， 将 仅 能 对 前 nn 一 1 个 特征 值 给 出 较 好 的 近似 。 


丸 本 
1.。 解 积分 方程 
He 
Wa | TCO 


<。 求 在 解 积分 方程 
$0)=1+| {h(E +y)dy 
时 产生 人 的 踊 数 序列 中 的 前 三 个 函数 。 
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3、 求 积分 方程 
1 
上 (XxX+y) hy) dy = $x) 
的 前 二 个 非 平凡 的 选 代 解 。 
(xX)= 和 \ | L (acosxcosy + bcos2xcos2y) (Hy) + LO(y) I aY 
的 解 是 实 的 ， 在 实数 3，a,- Pb 上 应 施加 什么 条 件 。 
5。 应 用 选 代 法 证 明 积分 方 各 


Ee A 
Wn -| + L$(y) 


无 非 平 凡 解 。 
6。 求 积分 方程 
bX) = sinx 十 | cosxyd (y) dy 
对 小 套数 x 适用 的 形 如 ao+ax+as 的 近似 解 ， 并 
估计 其 误差 。 
7。 利用 5.38 节 中 的 方法 求 9( 卫 ) 与 引号 )】 的 近似 
值 。 其 中 $(Xx) 为 练习 6 的 积分 方程 鸭 解 。 
8。 求 积分 方程 
$x)=| sinxyp(y) + f(x) 
当 sinz 被 z-23/6 近似 代替 时 ， 其 解 的 误差 。 
9。 利用 配置 法 求 积分 方程 
| ex2y Gy)dy= 2(1—x) 0<x<l 
的 形 如 e+po 的 近似 解 。 
10。 利 用 俩 过 金 方 法 求 积分 方程 
要 203 要 


6 -| K(X ydty) dy=%* 0 Xx<l 
是 | 
欧 二 项 近似 解 。 其 中 
K(y,Xx)=Xx(l—Yy XY 
=y(l—x) XYy 
1I1。 用 最 小 二 乘 方法 求 积分 方程 
| K(x, yb (ydy= x 0<<xl 
[ 
具有 权 函 数 w(x)=1 的 最 优 解 。 其 中 
K(X,Y)=% XY 
站 XY 
12。 求 积分 方 在 
sinxx | Ch(y) Jdy= $(x) Oaxel 
形 如 ax+bxa 的 近似 解 ， 并 与 其 解 比 较 。 
13。 求 积分 
| xO (x)dx 
的 下 界 。 其 中 4(x) 由 积分 方程 


= | K(x,y)p(Yy) dy 


定义 ， 且 
K(X,y) = x(l1—Yy) XY 
=y(1—x) XY 
14。 求 对 应 于 核 
K(x,y)=% 0<x<y<l 
=y 0<y<x<1 


的 第 一 特征 值 的 上 、 下 界 及 近似 的 第 二 特征 值 。 
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15。 求 对 应 于 核 


| 


K(x,3) = 本 X(2-») ax el 
\ 0 过 2 二 2 二 1 
= 而 yi2— xX) 过 
的 前 两 个 等 征 值 。 


» 各 De 


〈(4) 黑 次 积分 
当 n 为 零 或 正 数 时 ， 设 I,f (xX) 定义 如 下 s 


x el 
fo 于 _ 人 -名 -1 n>l 
x0 


(n—1)l 
和 
-=| f(é)dE n=1 
XO 
= f(xX) n=0 
故 癌 n>>1 
RR a 
{0}= (n—1)] (x) 
” x-E)"-: 
.= 一 = 
并 且 
J f(x)=0 和 -| 
所 以 
守 pL 部 四 一 
fx) = 人 ee ac Te 
到 | 苦笑 
-| | fce74 
EE 
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(2) 布 尼 亚 可 夫 斯 基 一 柯 西 一 施 瓦 兹 不 等 式 


有 一 类 冠 以 三 个 数学 家 之 一 的 名 字 的 熟知 不 等 式 。 才 虑 
年 


| {ad(x) 二 BCx)i2ax 


其 中 各 个 量 均 为 实 的 。 它 是 正 的 “《〈 除 非 eg (x) + 部 (xz) 沽 
竹 ) 。 所 以 


和 上 6 
C | 和 dx+2 o8| byde+B| Ydx=:0 
| wy 
然而 
Aa’?: + SHaB + BA:-=0 
的 条 件 是 
H:<< AB 
从 而 有 


由 
六 


/ ， | 6 
0 gy dx} <| ordx| idx 
对 于 级 数 习 ao,， 了 b, 也 有 类 似 的 不 等 式 
(Db Ea 2 之 由，) 


对 复 量 ， 这 些 不 等 式 分 别 取 下 面 的 形式 


[RE 


[Zon bd < 2 1a 1 


[a 307 本 = 


(C) 连续 性 定理 
设 K(x,y) 关 于 变量 x 在 cx 全 4 上 是 有 界 且 连续 的 。 

且 设 

| yy) | ?dy 
存在 。 令 

un =| K(x,y)b( ydy CXEU 

出 

W(X+h) mu (XxX) =| (E(x+h,y) 


— K(x,y)y( ydy 
利用 附录 8 的 不 等 式 ， 得 
井 
lulx+h) ux) <| [K(x+h,y) -K(xsyY dy 
x| [By) | ?dy 
由 此 推 得 lu(x+h) -xxz)| 将 随 p 而 赵 于 堆 ， 这 表明 是 连续 
的 。 
(D) 诺 伊 曼 级 数 的 收敛 性 
设 
{Alx) } = | [KCGx,y) [dy 
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{B(y)} = |Kcxsy)1aax 
及 
|{Acx) 上 dx = | [Boy)jsay= N? 
即 
| lke,y) Lraxey 
有 家 。 借 助 于 附录 B 有 
[K(X,Y) 1 = | fg) K(z ,vy)dz | 
<{A(xXI} {ByY))}? 
IK {x,y)|?= [Kexsa)K,(z,y)dz | 
<|IKG, nl ax| [Kalz sy) [dz 


本 


<{A() |{AC(z) {BY) }?d7 
= {AC(x)}}{B(y)}N? 
一 般 地 有 
[天 (xy | {ACX)} {BOY} N n=0 
3 eR 
由 级 数 
A(x) B(y) 5 TY 
所 控制 。 后 省 是 公 比 为 1XNN 的 几何 级 数 。 因 此 ， 当 | 去 
N- 时 ， 前 面 的 级 数 一 定 收敛 。 当 积分 区 间 为 无 穷 时 ， 只 


要 积分 收敛 ， 这 个 证 明和 同样 适用 。 
* J09s 


(E) 正定 埃 尔 米 特 核 蛙 征 值 的 存在 性 证 明 
车 外 (x) 与 和 分别 为 对 应 于 核 kK(x,y) 的 畦 征 国 数 与 特征 
值 ， 多 
48 |*dx = 和 | | BOK (x,y) Gy)dxdy 


为 了 方便 ,将 它 写 为 简短 的 形式 8 四 = 入 $9K$。 并 在 证 明 中 
从 始 至 终 使 用 这 种 形式 。 
设 
T( 芒 ) = pKY, JT) = 
2( 示 与 1( 力 都 是 依 环 于 任意 函数 (xX) 的 正 实数 。 
因此 ， 数 A() = 了 (9)/1() 也 是 依赖 于 函 数 炒 的 正 实数 
《除去 处 处 为 零 的 情形 )，A，I，J 称 为 泛 冰 。 


构造 一 函数 序列 

(Xx) = |K x,y) W(x)dy 或 "= Ky 
"的 精确 形式 并 不 重要 。 
人 A 


TF) = TV)=1", = 了 
著 六 处 处 有 限 ， 则 由 *! 由 处 处 有 限 。 同样 的 结论 对 了， 
了 与 4 也 成 立 。 
因为 
I"= pKRy = yy" 
及 
Te 加 十 Byo+1) = arl"+20BJ"t! BT 
以 及 当 4 与 8 是 实数 
Ji 十 Br = 0a"+ 2081"+A > 
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间 此 挫 得 


JJ 了"+1 ~ (+) 
丁丁 “1 (〔( 了 72 
pW i i i bie rr A 


这 样 4" 为 正 的 递减 序列 ， 它 必 趋 于 一 极限 A,， 和 ,i 或 者 为 正 
的 或 者 为 党 。 但 它 不 可 能 为 零 ， 因 为 这 将 意味 着 存在 一 个 不 
得 为 雷 的 幼 使 了 (区 ) 为 零 。 因 为 和 1 为 正 ， 有 目 

limjJ /1"=M, 


甸 = 奉天 
An 
Op -hy Ky -MKy") 


= 2 KY + NK WKRy' 
= Pw" (ll +N/A") -2h Ky 


<2{7" M1")} 
hmJ"/1"= A] 
所 以 
lim 


i 0 
-现在 假设 溯 数 如 是 规范 化 的 ， 即 天 = 1。 袋 合 如 有 界 并 且 
党 列 
J = Kw" 
志 列 六 约 ， 从 而 有 极限 函数 ， 即 于 列 六 (x) 存 在 一 极限 函数 
»。 21] 。 


中 1(X)。 它 是 规范 化 的 ， 即 Ti =1。 取 极限 得 
Kxsy) Diy dy = 1) 
所 以 ， 存 在 一 特征 值 和 及 相应 的 规范 化 的 圈 征 辕 数 $1,， 使 
1) =， 从 而 让 知 
| [Bi Kx y) Py) drdy =1 


(FF) 收 伍 与 平均 收 妇 
考虑 序列 {C,(Cx) 有 

CC {XY = 3 CD ,CX) 
若 

limC (x) = C(x) 
则 称 C,(x) 收 化 于 C(x)。 这 是 通常 的 收敛 概念 。 如 果 这 个 
条 件 不 满足 ， 但 

lim| 1C(%) _C(x)izdx=0 
则 称 序列 C,(x) 在 积分 区 域 上 平 收敛 于 C(x) 。 显 然 ， 收 八 
的 函数 序列 也 一 定 平均 收 化， 但 反之 却 不 然 。 我 们 也 可 以 称 


C(x) 为 在 平均 的 意义 下 近似 于 C(xX)。 
设 中 (x) 为 一 无 穷 规 范 化 直 交 系 ， 即 


[B00ax=6,, 
重 呈 
1 = | Dp | o>0 
其 中 
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了 = | fo) 盏 (Co0dx 
到 f ,为 函数 f 按 中 , 展开 时 的 傅立叶 系数 。 
容易 证 二 
l= {os dx = DI 


se 

因此 序列 

S10,(x) 
平均 收 化 于 f(x) 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 1 趋向 于 零 ， 即 

| oo x= 翌 1f (巴塞 伐 尔 方程 ) 
并 且 直 交 系 四,(%) 是 完备 的 。 若 f(x) 与 8(X) 在 平均 的 意义 下 
分 别 为 

B(x) 与 习 gr(x) 
所 近似 ， 则 cj +Bg 在 平均 的 意义 下 由 


bes 


Daf, + Pg) D(X) 
所 近似 。 所 以 
(laf +Bel*ax= Blaf, +Be,: 
因而 
|T 0g)ax = 2 = EA A 


(G) 完备 直 交 函数 系 


假设 $,(x) 为 区 域 D 上 的 规范 化 直 交 函数 系 ， 即 
。213 。 


[Bg er, 
(所有 的 积分 到 在 PDL) 。 
车 定义 在 D 上 的 任意 陆 数 人 可 以 按 这 些 丙 数 居 开 ， 
f(x) = 1.6.(x) 
f 可 以 按 下 法 计算 
[Ue tx) dx=| 六 1 和 291 
更 在 考虑 级 数 
S10. ocxly, (x) 
即使 这 个 级 数 收敛 ， 它 可 能 不 收效 于 1W)。 扑 阁 这 个 级 数 卫 
实 儿 乎 处 处 以 Js 为 极限 则 真 交 因数 系 四 是 完 和 项 的 。 出 路: 


录 下 


colzas- NS 1 | 
Te] 


| 了 Comegtx)ax= 
r= 


可 知 ， 藻 


| fx dx 
是 有 限 的 ， 则 级 数 
六 有 


将 收敛 。 
寿 钱 数 色 名 , 证 不 守 党 | 显然 上 面 人 的 结 t 人 仍然 成 Ee 
bn 


es 2]4，。 


i 
SE 
T= 


是 疏 伍 的 ， 国 为 这 时 相当 于 从 一 个 收敛 的 级 数 中 抽 岂 一 些 
项 。“《“ 和 宪 和 项 ”这 一 -术语 的 含 又 ， 事 实 上 就 是 对 于 展开 式 中 每 
一 个 gg， 潮 是 需要 的 。 洛 任何 一 个 被 排除 在 处， 这 个 级 数 就 
个 可 能 表示 任意 图 数 扩 x)。 借 助 傅 立 叶 级 数 可 以 说 明 这 一 事 
实 。 众 所 周知 ， 营 f(x) 在 -x 达 x 达 x 中 仅 有 有 限 个 第 一 类 间 
是 成 则 级 数 


十 3 COosnx + d,sSinnx) 
水 中 
ce, = 二 | fcosnvdy nz0 
| 
irs" . 
9g. = | f(y sinnydy n> 0 
收 线 到 
Fftx+0) +f(x—0)) _ TLXA 
1. 
3{ft- r+0)+f(x -0)) 在 x= 士 下 


寺中 (x+ 中 ) 淡 示 lim fx+e)，c>T。 
而 一 站 


因此 这 个 级 数 除 了 f(xX) 的 疗 断 点 外 收敛 到 f(x)， 即 几乎 处 处 
北 伊 。 直 冯 月 数 系 


1 1 
Ns 


1 
b,, (XN 
1 xX 


在 -<x<r 上 是 完备 的 。 然 而 ,者 由 中 的 一 个 ,例如 第 数 
项 被 排除 ， 那 么 级 数 


SY (ccCOSnx + d SInHX ) 


而 本 了 


一 般 将 不 表示 f(xX)。 
因此 立即 推 知 ， 帮 


和 ge 到 Coax=0 对 所 有 
出 Ex) 几乎 处 处 为 零 。 如 果 国 数 系 由 不 完备 ， 但 可 以 补充 
一 冰 数 系 由 ,* 使 其 完备 化 。 则 对 于 任何 形 为 之 8g.9.* 的 g8(X)， 
其 中 g, 为 任意 ， 关 系 式 : 
ec (x)ax= 0 


成 立 。 
CH) 广义 积分 与 积分 主 值 
考虑 量 
上 f dx 
gC 一 


其 中 a<c<5，f(x) 处 处 可 微 。 根 据 通常 把 积分 看 作 和 的 极 
限 的 定义 ， 它 就 无 定义 ， 这 是 因为 在 积分 区 间 中 出 现 了 奇异 
性 。 国 而 考虑 


[- b 9 
Jie) dl gx (x) gx 
加 和 一 剑 + 芝 一 人 C 


其 中 eg>0，c- sg>a ct+e<b。 这 个 积分 已 很 好 地 被 定义 ， 
因为 不 再 存在 奇异 性 了。 积分 的 奇异 性 已 异动 于 关于 奇 所 对 
称 的 长 度 为 28 的 区 间 给 排除 了 。 
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Fe) -| .eax -| +Tc) 
| ~X—C f=E 各 一 区 


+fe[| | | 


XR 一 eter- 心 
所 有 这 些 积分 已 都 很 好 地 被 定义 。 前 两 个 积分 中 、 在 x= c 处 
鸣 表 面 的 侣 异性 并 无 关系 ， 因 为 


lmt do 


七 是 有 限 的 。 同 时 


= A. [1 ; 
六 和 ogo) 
一 人 二 一 人 要 一 烛 


所 以 

le) “| {0-H je) 1og(? 2 二) 

-ax 
je a—C 

ee (f(x) -jc) / b-e 

liml(le) = | I +f(c) log(2=°) 
称 为 积分 

| -2 

a. XO 
的 主 值 。 记 为 

六 人 xd 

.机 xXx-cC 

(TD) 广义 函数 
落 虑 如 下 定义 的 函数 
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6 (xX) = 下 sexp[ 一 s2/(CE — X )) 0 二 X2<e” 
ex, EU 
其 中 K, 由 关系 式 
| G(x)dx=1 


决定 。5.(x) 具 有 下 述 性 质 
周 
| 6.(X)dx=0 ”如 时 0，b 委 一 


=] 如 时 I 硅 一 8， Eb 
= 了 用 如果 z 筷 0， b 
此 外 它 的 所 有 各 阶 导数 对 全 部 实数 x 都 是 连续 的 。 
假设 f(x} 是 满足 关系 


{fx) — 160)|MIx| Ix| 入 1 (AT 
的 任 一 函数 ， 其 中 M 为 正 数 。 由 | 

Ifcx) ~ (0) Me Ix| 筷 e 
考虑 量 

Lo=| f(x xX) dx — {1)0) 

-人 co = 00020.(x)ax 

那么 

I1(e) <Me | ‘6, (xdx = Me 

limI(e)=0 
印 


iim| fxIOe( NYd% = i:0) 


6.4Xx) 在 区 间 |x| 专 & 之 外 为 零 ; 并 且 当 z 减 小 肥 ,G(X) 的 图 并 
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将 您 来 愈 罕 ， 您 米 剑 高 ， 但 图 形 下 的 面积 总 保持 为 1。 电 
然 ，8 不 能 为 零 ， 因 为 那 时 6.(x%) 无 定义 。 
车 f(xX) 的 导数 满足 类 似 干 前 面 的 条 件 〈4) 
ou) 10x)d =|| eeo) f(x)| 
-| 00 F(x)dx 
上 一 | .4coD1 Cx)dx 
类 似 地 
| eco7Codx= ( se | 6.)f "Cx)dx 
现在 定义 量 (x) 一 狄 拉 均 (Dirac)o6 国 数 。 它 在 是 一 国 数 。 
但 通常 称 为 广 闵 函数 或 分 布防 数 。 不 确切 地 ， 它 可 视 为 
limd,.Cx) 
Q(X) 的 定义 如 下 
G(x) =0 X30 
与 
oc) fn dx = f 0) 
或 者 换 一 种 形式 
| fx)6(x)dx= 0 0<b<0 


=] f < 一 修一 万 
=0 0<a<b 
业 似 地 ， 形 式 导 数 让 "(%) 定 义 为 
OVCx)=0 x 和 0 
| 60x) Fx) dx= (~1)"f™"(0) 
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下 面 的 性 质 成 立 ; 
| faoatx-sac=0 a<b<E 
= 1f(E) a<é£<b 


= 用 <E<0<b 
| G(x )dx' =0 x<0 
一 X > 


这 就 是 所 谓 的 海 维 赛 德 (Heaviside) 函数 或 单位 函数 。 显 然 
| ee)ax= 1 

右 奇 伴 性 刚好 在 原点 的 右边 ， 同 时 
| er (x)dx=p" 

所 以 4(x) 为 积分 方程 
| -h(x)dx=]1 

的 解 。 类 似 地 
| ox)ererax a 

大 四 ,(X) 为 在 菜 一 区 域 上 的 完备 的 直 交 函数 系 ， 则 形式 地 有 
0(x ~)y) = Dblx) bly) 


因为 
ec 一 》) f(y) dy= | 习 4， (XID Cy) f CV dyY 
= Df.6.%) 
= f (Xx) 
其 中 
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| redeonay= 1。 
在 这 种 意义 下 ，6(x -y) 是 霍 阶 到 核 。 
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